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1. 研究背景 

火星探査航空機プロジェクト[1][2]では，JAXAと国内

大学が連携して世界初の地球外惑星大気圏内飛行探査

を目指している．航空機探査が可能となれば、探査車

のように火星の複雑な地形に左右されず，また人工衛

星では撮影が困難な場所（渓谷の断面など）を探査で

きる．そのプロジェクトの一環として地球での高高度

飛行試験を行うための機体の翼を設計した際，前桁は

角パイプで設計した．また火星は大気密度が小さく機

体の得る揚力が小さくなることから，機体の軽量化が

求められる．そのため桁材は CFRP 製の角パイプにて

製作することとした． 

このような翼の設計において，直交異方性角パイプ

の座屈を計算する簡便な式がなかったため，等方性材

料の式に当てはめて計算を行っていた．そこで，異方

性の影響を計算に反映するため，空力荷重による翼の

ねじりと曲げを想定し，直交異方性角パイプで構成さ

れる片持ち梁の座屈についての数値解析を行い，また

この数値解析により得られた解を多項式近似で表し，

設計に用いることが可能な数表として与えようとした． 

 

2. ねじりトルクを受ける片持ち梁 

 前述の通り，翼の桁に用いる角パイプを想定し，図

1に示すような一端を固定した片持ちの角パイプ梁に

ついての解析を行う． 

 角パイプは縦板2枚，横板2枚の4枚の板で構成さ

れているものとして考える． 4枚の平板で構成される

角パイプの歪みエネルギーの式は式(1)で表わせる[3]． 
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角パイプのねじり時のせん断座屈応力を求めるには

縦板と横板の両方の面外変形を考慮する必要がある[4]．

横板の面外（z軸方向）変位をw，縦板の面外（y軸方

向）変位を v としてエネルギー法によってせん断座屈

応力を求める．関数をBmn，，Hmnとすると，縦板横板と

もに 4 辺単純支持と考えると座屈時の面外変位は以下

で表される 
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また縦板横板の面外変位は連成し，端辺での互いの

なす角が変形後も変化しないと仮定すると式(2), (3)よ

り共用の関数mnを用いてBmnとHmnは以下の式(4)で

表される。 
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この関係より，式(2), (3)のw，vは以下のように書

き換えられる． 
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 式(5), (6)を式(1)へ代入し，積分すると式(7)となる． 
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図1  ねじりトルクを受ける片持ち角パイプ梁 
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さらにねじりトルクによる仕事Wsは 
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(8) 

と表せる[4]．ただしここでの総和記号は iについては

i+mが奇数のみの和を，jについては j+nが奇数のみ

の和をとる．   

 また，エネルギー停留の原理から 
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が成り立つので，式(9)に式(7),(8)を代入し，整理する

と式(10)が得られる． 

3 2 44
2 2 4

3 2 4

2 2 4

2 2

2 2 2 2

{ 2(2 )
32

2(2 ) }

0
( )( )

xx ss xy yy

cr

xx ss xz zz mn

ij

i j

b l l
D m D D n D m

tbh l b b

h l l
D m D D n D m

l h h

ijl l l l
mn

b h b h i m j n

 

      
+ + +      

       

      
+ + + +      
       

    
− + =    

− −     










 (10) 

 式(10)の解は 0mn  すなわちmnの係数行列式が 0

となる場合に与えられる．式(10)より導かれる係数行列

式はm+nについて奇数のみのものと，m+nについて偶

数のみのものとに分れる．a×bの平板の場合a/b=0.5～

2 においては偶数のみのもののほうが低い座屈応力を

与える[5]．そこでより低い座屈応力を与えると考えられ

る m+n が偶数のみのものについて数値計算を行った．

式(10)を解くと，せん断座屈応力crが求まる．式(10)に

式(11)を代入し解くと，せん断座屈係数 ksが求まる[6]． 
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 図2に示すように，数値計算において，20項で l=1000 

[mm]程度まで FEM に近い解析値が得られたため，以

降20項で数値計算を行った．  

図2 項数による座屈応力の変化(h=100,b=100) 

 

3. ねじりトルクによる座屈の多項式近似 

角パイプを構成する平板を32層積層として表1のよ

うに±45°積層から 4層ずつ 0/90°積層に変え数値解

析を行った． 

表1 積層構成 

積層の枚数 0/90積層の割合 

0/90 ±45 r 

0 32 0 

4 28 0.125 

8 24 0.25 

12 20 0.375 

16 16 0.5 

20 12 0.625 

24 8 0.75 

28 4 0.875 

32 0 1 

 

積層の枚数のみを考慮するため積層数は十分多く、

厚さ方向に均一とみなせると仮定し曲げ剛性 Eij 
𝑡3

12
 

=Dijとして計算を行った． 

この積層における0/90積層の割合r，長さ高さ比l/h，

長さ幅 l/bの多項式で座屈応力係数 ksを表す．回帰分析

を行い式(12)から係数をahij求めようとした． 
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(12) 

 

しかし，式(12)による近似では係数 ahijが多くなけれ

ばよい近似値が得られず，図3に示すように係数14項

で最大誤差23.3%となった． 
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図3 式(12)による多項式近似（係数14項） 

 

座屈応力係数 ksを横軸を長さ幅比 l/b ，長さ高さ比

l/h，0/90積層の割合 rでプロットしたグラフを図4～6

に示す． 

 

 

図4 ks-l/bグラフ（h/b_rごと） 

 

 

図5 ks-l/hグラフ（r_l/bごと） 

 

 

図6 ks-rグラフ（h/b_l/bごと） 

 

 

 

図4～6より，座屈応力係数 ksは l/b，l/hの2次関

数，および rの1次関数の積で表わせると考え、 
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のように定義した．この近似式𝑘𝑠’  の𝑘𝑠との差の絶対

値を最小化した得られた近似式の係数は表 2 で表わせ

る．図7に示すように両者の差は最大で16.4%となり，

式(12)の近似式よりも最大誤差も係数の数も小さくす

ることが出来た． 

 

表2 近似式係数 

𝐵1 3.15 𝐻1 4.71 

𝐵2 20.7 𝐻2 5.00 

𝐵3 1.29×10-1 𝐻3 1.07×10-1 

𝑅1 3.22×10-2 

𝑅2 1.54×10-2 

 

図7  式13による多項式近似（係数8項） 

 

 

4. 曲げモーメントを受ける片持ち梁 

 

図8 曲げモーメントを受ける片持ち梁 

 

平板の曲げ歪みエネルギーU と上下面の曲げによる

仕事WB，右側面の圧縮による仕事WCから座屈荷重B

を求める．従来の研究では角パイプの上下面と右側面
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の 3面のみが座屈することから 3面のエネルギーのみ

計算で考慮していた[4]．しかしエネルギーとしては4面

すべてが影響を与えるであろうと考え，角パイプの上

下面と右側面の 3 面のエネルギー考慮する場合と角パ

イプの上下面と両側面が 4 面のエネルギー考慮する場

合，そのどちらがより正確に座屈を表せているかFEM

と比較することとした． 

変位は以下の式(14), (15)で表される．  
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4枚の板の曲げ歪みエネルギーUは式(7)であり，3枚

の板の曲げ歪みエネルギーUは式(7)の第 2項を 1/2し

たものである． 

上下面の曲げによる仕事WBおよび右側面の圧縮によ

る仕事WCは式(16)、（17）で表される． 
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以上の式にエネルギー停留の原理を適応する． 

 ( ) 0B C

n

U W W
Φ


− − =


 (9) 

n を変化させ得られた𝛷𝑛の係数行列式が 0 となるよ

うに解く．またmは座屈応力が最小となる値をとるま

た座屈荷重Bは長さ lに左右されないため，h/bを変化

させ解析する．なお，数値計算において，図 9 に示す

ように，5項以上では結果に顕著な差異は認められなか

った．以降5項での数値計算を行った． 

 

図9  項数による座屈応力の変化 

 

 

図10に示すように，解析結果としては3枚分の歪み

エネルギーで計算した場合はFEMの3倍，4枚分の歪

みエネルギーで計算した場合では FEM の 2 倍程度大

きくどちらもよい解とは言えない． 

 

 

図10 座屈荷重の比較 

 

 図 11の FEMのモデルを確認すると圧縮荷重を受け

る右側面に変位が集中しているため圧縮座屈が支配的

であると考えられる．そこで式(18)による平板1枚の圧

縮座屈の計算との比較を行った．  

 

2 2

2

e
cr

Dmh l

l mh tl

 
 = + 

 
 (18) 

 

図12に示すように，FEMと比較すると平板1枚の

圧縮座屈荷重は低くなり，安全側であるため平板の圧

縮座屈の計算の式を角パイプの計算に用いることが可

能である． 

 

 

図11 曲げモーメントを受けるFEMモデル 

（端部単純支持） 

 

 

 

1

10

100

1000

10000

100000

0.1 0.6 1.1 1.6

座
屈
応
力

s[
M

P
a
]

h/b

1項

5項

10項

1

10

100

1000

0.7 1 1.3 1.6

座
屈
荷
重
σ
B
[M

P
a
]

h/b

3面 4面 FEM

This document is provided by JAXA.



 

図12 平板と角パイプの座屈比較 

 

 

5. 結論 

ねじりトルクによる座屈の解析結果について最大で

16.4%の誤差はあるものの，座屈応力係数 ksは l/b，l/h

の2次関数，および rの1次関数の積からなる数式で

表すことができた．また曲げモーメントによる座屈の

解析はエネルギー法を用いずとも簡単な平板の圧縮座

屈の計算式を利用することが可能であることを確認し

た． 
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