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ABSTRACT 
 The aim of this paper is to discuss the applicability of data assimilation methods for numerical calculation of flow around wing. We mainly 
adopt the particle filter to solve the maximum problem of likelihood which is consisted of difference between CFD and EFD. Effectiveness 
of the adjoint method is also discussed. 
 
 
 
１．はじめに 
翼周の計算において，データ同化手法の適用性について

議論する。具体的には，粒子フィルターを適用し，仮想

的な実験データに数値計算を同化させた場合の感度解析

を行う。また，アジョイント法の適用可能性についても

議論する。 
 
２．粒子フィルター 
 粒子フィルターを文献 1)に沿って概説する。 
 
２．１ 一般状態空間モデル 
時刻 tの m次元ベクトルの観測時系列を yt (t=1,2,…,T)
とする。この観測値に関連したシミュレーションを xtと
書くことにする。xtは状態ベクトルと呼ばれる。線形・

ガウス型の状態空間モデルは，これらの確率変数間の関

係を以下のような線形モデルと正規ノイズの二つの式で

表したものである。 
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ただし，xtは k次元状態ベクトル， ),0(~ 1tt N Σv と

),0(~ 2tt N Σw はそれぞれ l次元,m次元の正規白色雑音

で，システムノイズ，観測ノイズと呼ばれる。Σ1t, Σ2t

は分散共分散行列である。また，Ft, Gt, Htは行列である。 
 非線形と非ガウス型の時系列モデルは， 
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と書くことができる。Ft, Htは非線形関数で，vt, wtは非

ガウス密度関数に従う白色雑音である。 
非線形・非ガウス型状態空間モデルを更に一般化したも

のとして，条件付分布を用いて表現された以下のような

一般状態空間モデルを考えることができる。 
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ただし，Qt, Rtはそれぞれ状態 xt-1と xtが与えられたとき

の条件付確率分布を表す。粒子フィルターにおいては，

このように状態空間モデル自身が確率分布になる。 
 
２．２ 状態推定 
状態空間モデルでは，観測値 ytに基づいて状態 xtの推定

を行うことである。時刻 jまでの観測値 y1:j=(y1,…,yj)に
基づいて，状態 xtの推定を行う場合を考えることにする。

j<tの場合，予測分布，j=tの場合，フィルター分布，j>t

の場合，平滑化分布と分類される。観測値 y1:jが与えら

れたとき，状態 xtを推定するためには，条件付分布

p(xt|y1:j)を求めればよい。一期先予測として， 
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フィルターとして， 
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とする。ここで， 
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固定区間平滑化として，次のような推定が行われる。 
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２．３ 粒子フィルター 
粒子フィルターでは，条件付分布を N個の粒子を用いて，

近似する。 
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ここで，δはデルタ関数であり， )(
1|

i
tt −x は i番目の粒子の

t-1時刻から計算される時刻 tでの粒子である。乱数
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を入れたシステムモデルにより， ),( )()(
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計算される。また， )(
|
i
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1|
)( i

tttt
i
t Rw −= xy の大き

さに応じて復元抽出された時刻 tでの粒子とする。復元

抽出とは，重複を許したサンプル抽出のことで，尤度が

大きく観測データに近い粒子は複数残され，そうでない

粒子は消滅させる処理のことである。フィルターの分母

は，各点の尤度の平均になり，デルタ関数の計算により， 
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となる。尤度の高い粒子ほど条件付確率が大きくなる。

この割合に応じて N個の粒子を再構成する。粒子の集合

},...,{ )(
|

)1(
||

N
ttttttX xx= を第 t世代と呼ぶ。粒子フィルターの

アルゴリズムをまとめると， 
（１）i=1,…,Nについて初期粒子 )(

0|0
ix を生成する。 

（２）t=1,…,Tについて，以下の処理を行う。 
（ａ）各 i について， 
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図１．粒子フィルターのアルゴリズム 
 

３．アジョイント法 
アジョイント法は，４次元変分法とも呼ばれ，初期値や

上流側の情報を実験データに融合するように更新できる。

翼周計算においても，上流側の境界流速を更新し，デー

タ同化を行える可能性がある。アジョント法では，解い

ているシミュレーションの方程式系のアジョイントな方

程式を構成しなければならない。そのため，方程式系や

離散式が明示される必要がある。一方，粒子フィルター

は，このような制約がなく，シミュレーション部分はブ

ラックボックスで良い。今回の翼周計算においては，

fluidyn-NS という汎用コードを用いたので，アジョイン

ト法の適用は行わなかった。この本稿では，アジョイン

ト法の有効性を確かめるための簡単な数値実験を報告す

ることに止める。 
 
３．１ アジョイント法概説 
 教科書 2)に沿って，アジョイント法について概説する。 
 モデル方程式を次のように定義する。 

)( 1−= tt M xx  

Mはモデル演算子，xtは時間ステップ tにおける状態変

数である。そして，t=0 から t=Tの各時間ステップにおけ

る観測データ ytを使って初期値 x0を変分法により最適化

することを考える。最尤推定の理論より，分散共分散行

列 tRB, およびシミュレーション初期値 xb，そして,シミ

ュレーション値を観測値の空間へ写像する関数 Ht(x)を用

いて， 
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の変分をとる。この関数を微分し， 0/2 xg ∂∂= J を計算

すると， 
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という行列を表し， T
tM は，各時刻 t でのモデル演算子

の接線（微分）演算子の転置行列， T
tH は，演算子 tH の

接線演算子の転置行列を表すものとする。 gが初期値の

補正項となり，観測値によるデータ同化が行われる。(1)
式がアジョイント演算子であり，各時刻での観測誤差に

この行列が施されることにより，時間を遡って初期値の

更新が行われる。 
 
３．２ 連続系でのアジョイント法 
３．１節では，離散系でのアジョイント法を考えたが，

離散系の式を微分して，アジョイントな方程式を得るこ

とは容易ではない。連続系での方程式 
)(/ xx Mt =∂∂             (2) 

を考え，アジョイントモデルのラグランジュの未定係数

法での定式化を行う。ラグランジュ関数 Lを次のように

定義する。 
dttMEdtL ∫ ∫ ∂∂−+= /)(, xxλ  

ここで，Eは誤差項であり， λはラグランジュ乗数であ

り， ⋅⋅, は内積，各時刻で(2)式を満足する制約条件を課

している。この式に変分 Lδ をとり， 0)( =− ELδ という

条件を課すと， λδ の係数から(2)式が導かれ， xδ の係数

からはアジョイント方程式 
EMt x∇+=∂∂− λλ */  

が得られる。ここで,アジョイント行列 *M は，ヤコビ行

列 x∂∂= /MM をとり, 

∫ ∫= dtMdtM xλxλ δδ ,, *  

を満足する。このとき，この方程式の初期値が勾配

)0(λg = となる。 
例えば，線形化された浅水波方程式 
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のアジョイント方程式は，ラグランジュ関数 
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となる。ここで，f, gは定数とした。部分積分が行われ

るため，奇数階微分の符号は変わり，偶数階微分の符号

は変わらない。 
 

４．数値実験 
粒子フィルターとアジョイント法による数値実験につい

て報告する。 
 
４．１ コンパクト差分法の係数チューニング 

Lele（cf. 3））は，理論上観点から，コンパクト差分法

の係数を提案している。ここでは，粒子フィルターを用
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いて，係数のチューニングを行った。数値実験は，

Chock の２次元回転コーン問題（cf. 4））を用いた。移

流方程式 
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周期 πωπ 7200/2 ==T の旋回流である。33×33 グリッ

ドの格子系を用い，原点は格子番号(17,17)とする。偏心

量 H=10 を基準とし，空間刻み幅 110/ == Hh とする。

初期値は 
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時間刻み幅は T/240 とし，誤差検証時刻を 2Tとした。 
コンパクト差分法は，
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と書かれるが，４次精度の制約条件を入れると， 
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となるので，a, b, cが決まればスキームが固定される。 
空間方向には，５個の粒子 ),,( )()()( jjj cba を用意し，尤

度の計算は， 
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)( j
hφ は粒子毎の 14400π秒目の計算解である。σ=1 とした。

粒子の数が少ないので，１位と２位を残し， 
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1.0=γ としたが,１位については，突然変異を考慮し，

1=γ とした粒子を入れた。なお，２次元移流方程式は時

間分割法で１次元化した。 
1000 世代まで計算し，次の結果を得た。表１の上段が

Lele の提案した係数と結果であり，下段が粒子フィルタ

ーによって得られた係数とその結果である。誤差も小さ

く，最大値の減衰の小さいことが伺える。 
 
表１．コンパクト差分法のチューニング 

 
４．２ 浅水波方程式の上流境界同定 
アジョイント法を用いて，上流境界の同定を行ってみた。

次の浅水波方程式を用いた。 
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データ同化のための実験は，岡部等(cf. 5))の河川跳水と

いう衝撃波を捕らえるものを用いた。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
図２．実験の水平断面流速ベクトル 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図３．実験の鉛直断面水位 
 
離散化法は，時間陽的オイラー法，対流項は TVD 法，

粘性項は２次中心差分法，壁境界はフリースリップ，Δ

x=0.03m, Δy=0.02m とし，100×40 メッシュとし，時間

刻み幅は 0.01s とした。粘性係数は 0.001m2/s とし，摩擦

係数 n=0.01346 とした。 
アジョイント法を適用し，水面形を合わせるデータ同化

を試みた。uのアジョイント方程式を導入した。 
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ここで，DEFDは実験水深，分散σ-2=10，δΩは尤度計算

領域Ω上でのデルタ関数である。この方程式を時間逆向

きに解いて，上流境界での流速を更新する操作 uu λ+ を

繰り返した。 
図４に初期の流速と水位の様子を示す。上段は水位の鳥

瞰図であり，中段は流速ベクトルであり，下段は水位を

示し，青が計算，黄色が実験である。初期では水位が一

致しない様子が伺える。図５にアジョイント法によるデ

ータ同化後の結果を示す。上流流速が初期値から変化し，

実験と計算の水位が一致していることが分かる。 

a b c L2誤差 最大値

1.3025166 0.99355 0.03750245 6.983 98.85 
1.31461 0.97438 0.02881 6.167 99.81
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図４．初期の流速と水位 

 
図５．データ同化後の流速と水位 

 
４．３ 翼周計算のデータ同化手法の適用 
（１）翼面圧力でのデータ同化 
粒子フィルターを用いて，翼周計算におけるデータ同化

手法の適用を検討した。図６に計算範囲を示す。この上

流境界での流入境界を同定する。使用した計算プログラ

ムは，汎用コードの fluidyn-NS を用いた。スキームは３

次精度 van Leer FVS，時間項は６段ルンゲ・クッタ法で

ある。計算機はパソコンを用いた。 

 
図６ 翼周計算の計算範囲 

 
尤度の計算は，翼面圧力誤差から(3)と類似の計算をし，

適当な流入流速境界条件を真値に設定し，その流入流速

境界条件が粒子フィルターによって，同定できるかを試

した。５個の粒子により計算した。粒子数が少ないので，

尤度による割合から自動的に，復元抽出をするアルゴリ

ズムは使わなかった。１，２位を残して，１位に３粒子，

２位から１粒子，そして，突然変異として１位から１粒

子を構成した。 
流入境界条件にスカラー倍の自由度を与えて，粒子フィ

ルターを適用した。表２に各世代毎の L2誤差の推移を示

し，図７に正解と第４世代の粒子３の解析値の比較を示

す。図７の横軸は鉛直方向のメッシュ番号であり，縦軸

は流入流速値を示す。単位はマッハである。１自由度の

場合には，良い結果が得られた。 
 

表２．世代毎の L2誤差の推移 
世代 粒子1 粒子2 粒子3 粒子4 粒子5 

 

 
図７．１自由度の流入流速の同化結果 

 
次に，正解流入流速の変化があるメッシュ番号 12 から

39 について，ランダムに値を変化させる 28 自由度の問

題を解いてみた。図８に同化結果を示す。10 世代まで計

算したが，この程度の結果しか得られなかった。 
 

 
図８．ランダムな流入流速の同化結果 

 
（２）実験データ捕捉計算 
実験データは，粗い離散的な点において計測されるが，

データ同化により欠落部の流速場が補えれば実験の補助

となる。 
図９に翼周計算のメッシュと，流速場を捕捉するために

尤度を計算するメッシュの位置を青丸で示した。青丸の

位置に実験があるとし，正解流速場に微小な誤差を与え，

実験データとした。これらの正解流速場に囲まれた流速

場が粒子フィルターにより捕捉できるかをテストした。

ここでの計算は（１）において良い一致を示した１自由

度の手法を用いた。図１０に同化された流入流速を示す。

図１１に正解の流速場，図１２にデータ同化により予測

された流速場を示す。ベクトルの上段は横方向流速値で

あり，下段は縦方向流速値である。図１１と図１２の流

速値はほぼ一致しており，十分な尤度計算自由度がある

場合には，実験が捕捉できることは確認できた。今後は，

より現実的な実験自由度数の場合を試したい。 
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図９．流速場捕捉のための尤度計算メッシュ 

 

 
図１０．１自由度の流入流速の同化結果 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図１１．正解の流速場 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図１２．粒子フィルターにより予測された流速場 
 

５．まとめ 
・今回の計算は，パソコン上で行っており，計算機能力が

貧弱であったため，粒子フィルターでの計算は，現実的

な状況下では良好なものではなかった。粒子フィルター

は並列計算が容易なので，今後は並列計算機を用いた場

合についての検討を行う予定である。 
・粒子フィルターは，シミュレーションの部分はブラック

ボックスでよい利点を有する。実行形式のみがある場合

の汎用コードに対しても適用できた。 
・アジョイント法を時間発展の流れの方程式に適用する場

合，その双対方程式は時間・流れの向きが逆になるので，

上流側の情報を実験データに合わせた更新ができる。ア

ジョイント方程式を構成するためには，シミュレーショ

ン方程式が明示される必要があるが，適用する問題に応

じて良い結果を得ることが期待できる。 
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