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モンテカルロ (MC)・シミュレーションは，入力である多数の不確定パラメタを同時に考慮した非線

形システムを直接評価できるため，飛行前の評価手段として強力なツールである．通常，MC 評価結

果の中には要求を満足できないケース（失敗ケース）がいくつか現れる．このときシステムの改良検

討において，システム要求を満足しない主な原因となる不確定パラメタを特定する必要がある．しか

しモンテカルロ評価では多数の不確定パラメタを同時に，かつ，ランダムに加えているため，主因と

なるパラメタの特定は必ずしも容易ではない．そこで本稿では，この課題を解決するためのパラメタ

検出法を提示する．本手法では失敗ケースを引き起こす不確定パラメタ・ベクトルのリサンプリング

による MC 評価と，統計的検定を利用する．超幾何分布に基づく検定を実行するため，通常は統計解

析ソフトウェアが必要となる．ただし統計ソフトウェアの利用が難しいケースでも，容易に計算可能

な正規分布近似の手法についても記す．最後に適用例として飛行実験の MC 結果に本検出法を適用し，

その有効性と実用性を示す．
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ABSTRACT 

   Monte Carlo (MC) Simulation is a powerful tool for preflight evaluation of flight vehicles, because a number 

of input uncertain parameters are incorporated simultaneously and non-linear system can be evaluated directly. 

MC results show some unsatisfactory simulation results which violate system requirements. It is necessary to find 

the cause of these unsatisfactory cases, namely failure cases, for the study of system improvement. So, detecting 

the influential inputs of uncertain parameters for the failure cases is important. However, it is often uneasy to 

detect them because various uncertain parameters are incorporated simultaneously and randomly. This paper 

presents a methodology to detect influential uncertain parameters. The approach utilizes re-sampling of input 

uncertain vectors that cause failure cases, and statistical hypothesis test. Since the statistical test is based on 

hypergeometric distribution, some software which includes statistical tools is usually necessary. Even when 

statistical software is unavailable, approximated statistical test that utilizes normal distribution is presented and 

can be applied. MC results of an experimental flight vehicle demonstrate validity and practicality of the presented 

approach.  
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と，統計的検定を利用する．超幾何分布に基づく検定を実行するため，通常は統計解析ソフトウェアが

必要となる．ただし統計ソフトウェアの利用が難しいケースでも，容易に計算可能な正規分布近似の手
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1　 はじめに

　航空宇宙機の開発においては，実環境での飛

行試験によってシステムの動作を確認すること

が困難な場合が多い．このため設計段階から計

算機上で飛行運動を模擬して，その性能や特性

を評価できる飛行シミュレーションが評価手段

として非常に重要となる．なかでも MC シミュ

レーションによる評価は，多くの不確定パラメ

タの影響を同時に考慮した非線形システムの評

価が可能な方法であり，評価手段として優れた

性質を持つ 1)-3)．過去においては計算負荷が高

いことが実用化の障害となっていたが，近年の

計算機能力の大幅な向上に伴い，国内外の様々

な航空宇宙プロジェクトにおいて利用されるよ

うになってきた 4)-10)．さらに MC 評価結果を最適

化する，設計パラメタの自動チューニング法も

研究されてきている 11)-13)．これらの手法では繰

り返し MC 評価を実行する必要があるため，計

算負荷はさらに大きくなる．

　MC 評価では，多くの不確定パラメタを，そ

れぞれ仮定した分布に従ってランダムに，かつ，

同時にシステムに加えて評価する．これは数値

的に標本調査を実施することに相当し，この結

果から母集団の成功確率などを推定し，統計量

として結果を得る．通常いくつかの失敗ケース

が現れるが，この主な原因となる入力，つまり，

不確定パラメタを特定することは，システムの

性能や信頼性向上などの改善検討にとって非常

に重要である．しかし多くの不確定パラメタを

システムに同時に加えており，さらにパラメタ

間の相互作用も影響する非線形システムである

ため，主因の特定は必ずしも容易ではない．こ

の問題を解決し主要パラメタを検出するための

手法として，リサンプリングと統計的検定を利

用する方法を提案した．

　本稿で目的とするパラメタ検出において重要

なことは，“評価手段として合理的な手法である

MC 評価を実行した結果を解析して，影響パラ

メタを検出する”ことである．つまり現実的な

確率で発生させたパラメタの組合せにより発生

する失敗ケースに対して，主因となるパラメタ

を検出し，システムの改善検討に資することが

目的である．

　一方で，MC 評価を介さずとも，各パラメタ

を効率的に組み合わせて失敗ケースを発生さ

せ，その原因となるパラメタを特定する実験計

画法のような手法も存在する．通常システムは

不確定性なしのノミナルケースをベースに設計

されるため，不確定性を表すパラメタ値を大き

くするほど失敗ケースは発生しやすくなる．し

かし現実には起こりえないほどの極小確率でし

か発生しえない大きさや組合せを対象として分

析したとしても，実際のシステムの設計では殆

ど意味をもたない．また不確定パラメタの組み

合わせが 2 個だけでなく 3 個以上の組み合わせ

で失敗ケースが発生する場合も考えられるが，

これらの影響を効率的に評価できるのが MC 評

価である．ゆえに MC 評価結果を得たうえで，

それを分析して主要なパラメタを検出すること

が，実用性の面から重要である． 
　MC 評価結果から，ある程度の失敗ケースの

サンプル数が得られる場合には，対応する入力

である不確定パラメタ・ベクトルの各成分につ

いて統計的検定を適用することにより，影響パ

ラメタを検出できる可能性はある 14)．簡単な計

算で MC 評価結果を処理し，直ちに結果が得ら

れるという利点がある．ただしこの手法では，

ある程度の数のサンプルが必要であること，ま

た不確定性の統計的性質は常に一定であっても

時系列的に変化するランダム誤差のような入力

パラメタについては適用できないこと，さらに

不確定パラメタ入力が正規分布でない場合に

は，分散の検定が正確ではなくなり検出結果に

影響するなどの問題がある．本稿で述べる手法

は，これらの問題を解消するものであり，あら

ゆる種類の不確定パラメタ入力に適用可能であ

る．

　本稿の構成は以下のとおりである．まず MC
評価においてパラメタ検出がどのような意味を

もち，なぜ必要とされるかについて次章で述べ

る．次に第 3 章でパラメタ検出法について計算

方法と手順を含めた詳細を述べる．本手法では

超幾何分布に基づく仮説検定を利用するが，通

常これを実行するためには統計解析が可能なソ

フトウェアを必要とする．しかし計算アルゴリ

ズムの中で連続的に検定を実行する必要がある
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1. 分布設定 

2. パラメタ発生 3. 評価実行 

不確定パラメタ システム・モデル モンテカルロ評価結果 

 

成功 

失敗 

結果の集約4. 

図 2. 1　モンテカルロ評価の実行手順

場合など，統計解析ソフトウェアを使いにくい

場面も想定される．よって第 4 章では正規分布

近似による検出法について記述する．また近似

誤差についても考察する．第 5 章では，本手

法の適用例を示す．ここでは 1996 年にオース

トラリア・ウーメラ飛行場にて実施された小型

自動着陸実験 (ALFLEX) の MC 評価を取り上げ，

着陸性能に重大な影響を及ぼす不確定パラメタ

を検出する．最後に第 6 章にてまとめる．

 

2　 モンテカルロ評価とパラメタ検出

本稿で述べる影響パラメタの検出では，MC
評価結果を利用する．そこで，まず MC 評価に

ついて概説する．次にパラメタ検出の意義を確

認する．そして最後にパラメタ検出における問

題と，検出すべきパラメタについて述べる．

2. 1   MC 評価

実システムでは環境条件，機体モデル，セン

サの計測誤差，初期条件の変動など，様々な不

確定性が存在する．これらの条件下においても

意図する飛行を実現し，目的を達成することが

求められる．この事前評価手段として，MC 評

価は多くの利点をもつが，以下では MC 評価の

手順，結果の処理，利点について順に述べる．

2. 1. 1   MC 評価の処理手順

MC 評価では，システムに影響を与える可能

性をもつ多数の不確定パラメタを，同時に入力

して評価する．MC 評価の手順を図 2.1 に示す．

まず航空宇宙システムの動作を模擬するシステ

ム・モデルを記述したシミュレーション・プロ

グラムを用意し，以下の手順で実施する．

1.　 不確定パラメタの分布の設定：　個々の不

確定パラメタは，現実の物理現象を考慮し

て，その分布を設定する．分布を設定する

ための情報が少ない不確定パラメタも存在

するが，それらについても設計の前提条件

として，或いは設計パラメタの一部と考え

て設定し，設計条件を明確にする．

2.　 不確定パラメタの発生：　設定した分布に

従って各不確定パラメタの値を，乱数によ

りランダムに発生させる．発生させた不確

定パラメタは，母集団からの標本に対応す

る．

3.　 システム評価の実行：　発生させた多数の

不確定パラメタを同時にシステムに加え，

評価する．航空宇宙システムにおいては通

常飛行シミュレーションにより評価する．

乱数により発生させる不確定パラメタの値

を更新しながら，多数回の評価を繰り返す．

4.　 結果の集約：　多数回の結果を集約し，シ

ステムの評価基準を満足する割合や結果の

分布などを確認する．
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不確定パラメタ（多数） システム・モデル モンテカルロ評価結果 

失敗ケース発生！ 

失敗の主因は？ 

しかし多くのパラメタ値が同時に，かつ，ランダムに入力されている 

物
理
量
と
し
て
合
理
的
な

大
き
さ
の
分
布
を
設
定 

・ 同時に多数のパラメタ 

・ 入力値はランダム 

図 ２.2 システムに影響する入力パラメタ検出のイメージ 
図 2. 2　システムに影響する入力パラメタ検出のイメージ

2. 1. 2   評価結果の処理

　次に結果データの処理について述べる．飛行

シミュレーションにおける評価項目は，通常複

数存在する．多数の飛行シミュレーションを実

行する MC 評価においては，各評価項目につい

て，繰り返し回数分の多数のデータが得られる．

得られたデータの代表的な処理方法は，次のよ

うなものである．

 ・　 総合的な成功（失敗）確率：　各シミュレ

ーションケースにおいて，複数の評価項

目の全ての設計基準を満たしていれば ”成

功”，いずれか 1 つでも満たしていなけれ

ば ”失敗”とカウントして総合的な成功（失

敗）確率とその信頼区間を得る．

 ・　 各評価項目の成功（失敗）確率：　ある特

定の着目する評価項目のみを対象とし，設

計要求を満たす確率とその信頼区間を得る．

 ・　 各評価項目のばらつき：　各評価項目のデ

ータを用いてヒストグラムを描き，平均や

標準偏差などを求め，その分布を確認する．

または図 2.1 の右図に示すような着目する 2
つの評価項目を用いた散布図を描いてその

ばらつきを確認する．

　特に上記の成功（失敗）確率の算出において

は，母集団の確率を推定するものであり，結果

の信頼性を表す信頼区間と併せて算出すること

が重要である 3)．

2. 1. 3   MC 評価の利点

　以上が MC 評価の大まかな手順であるが，こ

の手法の利点は次のようなものである．

 ・　  非線形システムを直接評価できる．

 ・　 多数の不確定パラメタの影響が直接結果に

現れる．組み合わせによる影響も結果に反

映される．

 ・　 発生させた不確定パラメタの組合せは，設

定した分布に基づくランダム抽出であるた

め，物理現象として合理的な発生確率を反

映している．

 ・　 不確定パラメタを物理量として設定できる

ため，設定した不確定性の大きさと評価結

果との関係を明確にできる．

2. 2   パラメタ検出の必要性

ここでは次章以降で述べる主要な不確定パラ

メタ検出法の必要性について述べる．MC 評価

を利用する不確定パラメタ検出のイメージを図

2.2 に示す．

評価結果に大きな影響を及ぼす不確定パラメ

タを知ることは，システムの改善検討にあたっ

て必要不可欠である．このため従来から「感度
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システム・モデル  不確定パラメタ 評価結果 

パラメタ１ 
[3σ相当値] 

パラメタ２ 

パラメタM 

パラメタj 

・
・
・ 

・
・
・ 

・
・
・ 

・
・
・ 

・
・
・ 

・
・
・ 

全M個の不確定パラメタ

の影響を個別に調査． 

・各不確定パラメタの影

響を明確化． 

・ただし，複数パラメタ

の組合せの影響は不明． 

図 ２.3 感度解析 
図 2. 3　感度解析

解析」が重用されてきた．感度解析とは，ノミ

ナル・システムに対して 1 つの不確定パラメタ

だけを加えて評価し，その影響を確認するもの

である．このイメージを図 2.3 に示す．いま考

慮している不確定パラメタが M 個あるとすれ

ば，これらをそれぞれ個別にシステムに加え，

単独の評価を実施して結果を得る．加える各パ

ラメタの大きさは任意であるが，3σ相当値と

して定義する値，或いは設計時に想定する最大

値を用いることが多い．システムに加えるパラ

メタが 1 つだけであるため，当該パラメタが結

果に及ぼす影響は明確であり，結果に及ぼす影

響が重大であるならシステム改善の情報として

貴重である．

MC 評価では多数の不確定パラメタを同時に

加えるが，事前の感度解析およびシステム改善

検討は必要となる．その理由の一つは，先に

述べたように単独のパラメタの影響が把握でき

ることである．多数のパラメタを同時に加える

MC 評価では，個々の不確定パラメタの影響は

わかりにくい．また別の理由として，ただ 1 つ

のパラメタで失敗ケースを発生させることのな

いようなシステムを構築しておかなければ，MC

評価によって多数の失敗ケースが発生する可能

性が高いからである．したがって感度解析を実

施し，単独のパラメタの影響で失敗ケースが発

生することのないように対策を施しておくこと

が重要である．

次に感度解析とシステム改善を実行したとし

ても，MC 評価で失敗ケースが発生することは

多い．感度解析結果はシステム要求を満足して

いるため，この場合の失敗ケースは複数の不確

定パラメタ入力の組合せによって引き起こされ

ていることを意味する．成功確率を高めるため

の改善検討には，これらの失敗ケースの主因と

なる入力パラメタを特定することが不可欠であ

る．しかし図 2.2 に示すように，多数の不確定

パラメタを同時に加える MC 評価においては，

この特定は必ずしも容易ではないが，失敗ケー

スの原因を特定しなければシステムを改善する

ための手がかりが掴めない．従って，信頼性の

高いシステムを構築するためには，多数の入力

パラメタを同時に解析し，失敗ケースの主因と

なるパラメタを検出する必要がある．
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パラメタ A 

 

 パラメタ B 

  

  

パラメタ A 

  

  

  

  

  パラメタ B 

パラメタ C 

パラメタ D 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

※面積は，影響の大きさを表す 

パラメタ A パラメタ B 

パラメタ C 

パラメタ D 

(a) ２つのパラメタが同程

度に影響 
 

(b) 主要な影響をもつ１つの

パラメタと複数パラメタの組

合せ 

(c) ある特定のパラメタ A と，

他のパラメタの組合せ 

 

図 ２.4 失敗ケースを発生させる不確定パラメタの組合せ例 
図 2. 4　失敗ケースを発生させる不確定パラメタの組合せ例

2. 3   パラメタ検出の考え方

MC 評価で失敗ケースが発生した場合，事前

の感度解析で問題なければ，複数の不確定パラ

メタが関与していることになる．これらの「影

響が大きなパラメタ」を検出する必要があるが，

複数のパラメタが関与するときに，その影響の

大きさの組合せとしていくつかのケースが考え

られる．これが影響パラメタの検出を困難にす

る要因ともなっているが，まずどのような組合

せが存在する可能性があるかについて考える．

失敗ケースを引き起こすパラメタの組合せの

イメージを図 2.4 に例示する．図 (a) はパラメ

タ A とバラメタ B が同程度の影響力を持つケー

スである．この場合 A, B いずれのパラメタも主

要な影響力を持つ．次に図 (b) は，主要な影響

力を持つパラメタ A と，影響はそれほど大きく

ないものの，複数のパラメタと組み合わさって

失敗ケースを引き起こす場合である．各パラメ

タ B, C, D の影響はそれほど大きくなく，ランダ

ムに入力される値の大小により，その中の一つ

が存在しなくても失敗ケースが発生する場合も

起こりうる．図 (c) のケースはパラメタ A と他

のパラメタの組合せにより失敗ケースが発生す

る場合を示す．失敗ケースが発生するときに，

必ずパラメタ A は存在するが，その組合せの相

手はランダム入力の大小により，異なることが

ある場合を示す．図ではパラメタ B, C, D のいず

れかがある程度以上の入力値を持つ場合に，パ

ラメタ A と組み合わさって失敗ケースを引き起

こすイメージを示す． 
以上のように，失敗ケースを引き起こす場合

のパラメタの組合せとして，いくつかのパター

ンが考えられる．図 2.4 に示した図 (a) ではパ

ラメタ A, B 共に主要な影響を及ぼしているた

め，双方共に検出すべきパラメタといえる．一

方で図 (b)(c) において主要な影響を及ぼしてい

るのはパラメタ A であり，このパラメタが存在

しなければ失敗ケースは発生しない．よってパ

ラメタ検出においてパラメタ A は，失敗に寄与

している他のパラメタよりも検出の優先度は高

い．なぜなら，システムの成功確率を高めるた

めの改善検討において，パラメタ A に対する

対策なしに根本的な解決とはならないからであ

る．

また上記の他にパラメタ検出を困難にする要

因として，失敗ケースに寄与するパラメタだけ
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が存在するのではなく，逆に失敗ケースとなる

のを抑制するパラメタも同時に存在する可能性

があることである．つまり失敗ケース数を減少

させるように作用する不確定パラメタが存在す

る，ということである．

設計では不確定性の存在しないノミナル・モ

デルを中心にシステムの性能や安定性を高め

るように検討されており，一般に不確定性が付

加されてノミナル・モデルから遠ざかるほど失

敗ケースは発生しやすくなる．ところが実際の

設計では，様々な不確定性に対するロバスト性

が考慮されており，ノミナル・モデルにおいて

ある特定の不確定パラメタに対するロバスト性

が，必ずしも最大となっているわけではない．

さらに通常システムの評価項目は複数あり，あ

らゆる評価項目に対して必ずしもノミナル・モ

デルのロバスト性が最大とはなっているわけで

もない．ある特定の不確定パラメタの存在によ

り，安定性が増すこともあれば，一部の性能が

ノミナル・モデルよりも改善されることもあり

うる．以上のように，多数のパラメタが影響す

るシステムの挙動は複雑であり，その中で失敗

ケースに主要な影響を及ぼすパラメタを検出す

ることはそれほど単純ではない．

パラメタ検出の目的を再度確認すると，「シ

ステム改善検討のための必要な情報を得る」こ

とである．この観点から具体的には，図 2.4(b) 
(c) のイメージにおいて，パラメタ A を検出で

きることである．よって本パラメタ検出法では，

比較的影響が小さなパラメタも含めて失敗ケー

スを引き起すあらゆる組合せを直接検出するこ

とを意図してはおらず，「多くの失敗ケースに

関与する影響の大きなパラメタを検出するこ

と」を主たる目的としたものである．

3　 パラメタ検出法

MC 評価において主要な影響を及ぼす，不確

定パラメタ入力の検出方法のアルゴリズムを記

す 15)．手法の概要を図 3.1 に示すが，ここでは，

「失敗ケースを引き起こす不確定パラメタ・ベ

クトル ε* の M 個の要素をランダムに組み込ん

だ“テスト入力”を生成し，その入力を用いた

 13

３ パラメタ検出法 

 MC 評価において主要な影響を及ぼす，不確定

パラメタ入力の検出方法のアルゴリズムを記す

15)．手法の概要を図 ３.1 に示すが，ここでは， 
「失敗ケースを引き起こす不確定パラメタ・ベク

トル�∗の M 個の要素をランダムに組み込んだ“テ

スト入力”を生成し，その入力を用いた MC 試行

結果を統計処理することで，失敗ケースへの影響

が大きな�∗の要素を検出する」 
手法を提示する． 
 以下では本手法のアルゴリズムについて詳述

した後に，簡単な数値例を示す．さらに多数の失

敗ケースのサンプルがある場合の解析方法につ

いて触れ，最後に本検出法の検出能力について考

察する． 
 
３. １ パラメタ検出アルゴリズム 

 始めにアルゴリズム全体の構成について述べ，

次に主要部である「テスト入力の生成」および「統

計的検定」について順に記す． 
 
３. １. １ 全体構成 

 パラメタ検出の大まかな流れを，図 ３.2 およ

び図 ３.3に示す．図 ３.2はMC評価結果を示し，

失敗ケースに対応する入力である不確定パラメ

タ・ベクトル�∗を取り出すことを表す．��∗の要素

の中から，失敗ケースに大きく影響するパラメタ

を検出することが目的である． 
 図 ３.3 はパラメタ検出の流れを示し，大きく

分けて「テスト入力の生成」と「統計的検定」の

２つの手順から成る．［ステップ 1］のテスト入力

生成部では，�∗の各要素をランダムサンプリング

して，“テスト入力”を生成する．これは�∗の各要

素をランダムサンプリングしたものであり，多数

個生成して MC 試行の入力とする．テスト入力の

生成法は次項で述べる． 
 ［ステップ 2］の統計的検定部では，得られた

MC 試行結果と対応するテスト入力の情報を統計

�∗ 
不確定パラメタ・ベ

クトル(要素 M 個) 

シミュレーション評価

結果 
 1 

(0: 成功，1:失敗) 

��� ���� � ��
テスト入力生成

(多数) 

MC試行 

結果 
1, 0, ･･･, 1 

統計処理 
↓ 

影響パラメタの検出 

N個 

図 ３.1 影響パラメタ検出法の概要 
図 3. 1　影響パラメタ検出法の概要
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MC 試行結果を統計処理することで，失敗ケー

スへの影響が大きな ε* の要素を検出する」手法

を提示する．

以下では本手法のアルゴリズムについて詳述

した後に，簡単な数値例を示す．さらに多数の

失敗ケースのサンプルがある場合の解析方法に

ついて触れ，最後に本検出法の検出能力につい

て考察する．

3. 1   パラメタ検出アルゴリズム

始めにアルゴリズム全体の構成について述

べ，次に主要部である「テスト入力の生成」お

よび「統計的検定」について順に記す．

3. 1. 1   全体構成

パラメタ検出の大まかな流れを，図 3.2 およ

び図 3.3 に示す．図 3.2 は MC 評価結果を示し，

失敗ケースに対応する入力である不確定パラメ

タ・ベクトル ε*を取り出すことを表す．ε*の要

素の中から，失敗ケースに大きく影響するパラ

メタを検出することが目的である．

図 3.3 はパラメタ検出の流れを示し，大きく

分けて「テスト入力の生成」と「統計的検定」

の 2 つの手順から成る．［ステップ 1］のテスト

入力生成部では，ε*の各要素をランダムサンプ

リングして，“テスト入力”を生成する．これ

は ε*の各要素をランダムサンプリングしたもの

であり，多数個生成して MC 試行の入力とする．

テスト入力の生成法は次項で述べる．

［ステップ 2］の統計的検定部では，得られた

MC 試行結果と対応するテスト入力の情報を統

計処理する．統計的検定を用いて，失敗ケース

への影響が大きなパラメタ，つまり ε* の要素で

あるε(j)を検出する．

以上が本パラメタ検出方法の全体構成であ

る．［ステップ 1］及び［ステップ 2］の処理の

中身について，次に具体的に記す．

3. 1. 2   テスト入力の生成

テスト入力は，ε*の全要素から一部だけラン

ダムに選択してシステムへの新たな入力とし，

各要素が及ぼす影響を統計的に調査するための

ものである．具体的な生成方法を，図 3.4に示す．

テスト入力ベクトル εi の要素は，ε*の要素

ε(j) を部分的に選択したものとして構成する．

このとき各要素 ε(j) を確率 R で，ランダムに選

択する．選択されなかった要素については，不

確定性を含まないノミナル値 Onom に戻す．

不確定パラメタは不確定性なしのノミナル値

に付加する値を示すため，一般的には Onom = 0
であることが多い．ただしパラメタの性質によ

っては，ノミナル値が 0 ではない場合も考えら

れる．一例としては，一様分布の不確定性とし

て設定するときに，ノミナル値は必ずしもその

分布の中心として設定されるわけではない．こ

のためノミナル値を Onom と表記した．

次に各要素を選択する確率 R の値であるが，

一般的には，

図 3. 3　パラメタ検出法の構成図 3. 2　不確定パラメタ・ベクトルの取出し
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 R=1 / 2   　   ( 3.1 )

を推奨する．理由は次のとおりである．テスト

入力の目的は，ε*の要素を部分的にランダムに

選択して，各要素の影響をテストすることであ

る．統計解析ができる情報を得るために，様々

な組合せを多数生成することを目的としてい

る．いま不確定パラメタの M 個の要素のなか

から，m 個だけ取り出すとすれば，組合せの総

数は MCmである．ここで MCmが最大となるのは，

m = M / 2 のときであり，これが式 (3.1) を推奨

する理由である．

このテスト入力を用いて，図 3.5 に示すよう

に MC 試行を実行し結果を得る．生成した εiを

テストすることにより，失敗ケースを引き起こ

す εiが得られるとき，そこに含まれる要素 ε(j)
は失敗ケースに寄与している可能性がある．多

数の失敗ケースにおいて，ある特定の要素 ε(j)
が多く含まれているとすれば，その要素 j は失

敗ケースに影響している可能性が高い．この要

素 j を，統計的検定を利用して抽出するのが，

本パラメタ検出法の考え方である．

以上のことから本パラメタ検出法において重

要なことは，テスト入力による MC 試行におい

て，「失敗ケース」のサンプルがある程度得ら

れることである．場合によっては失敗ケース数

が極端に少なく，統計的検定が機能せず，パラ

メタが検出できない可能性もある．この一つの

解決法としては，テスト入力の数 Nを増やすこ

とである．ただしこの場合 MC 試行の計算負荷
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図 3. 4　テスト入力の生成

図 3. 5　テスト入力による MC 試行
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が高くなり，結果を得るまでにより時間を要す

ることになる．

別の解決法として，テスト入力生成時に R の

値を 1 / 2 より大きくすることである．このよう

にすることで，テスト入力 εiに含まれる ε* の要

素数が増え，失敗ケースが発生しやすくなる．

先に R の推奨値を 1 / 2 と述べたが，必ずしも

R=1 / 2 でなければならないわけではない．テス

ト入力の目的は，ε* の要素の様々な組合せをテ

ストすることであるため，R=1 / 2 を中心として

その前後の値であれば，テスト入力として機能

する可能性は十分にある．

以上がテスト入力の生成方法と MC 試行であ

り，図3.3の[ステップ1]に相当する部分である． 

3. 1. 3   統計的検定による検出

図 3.5 に示す MC 試行結果を処理し，統計的

検定を適用することで影響パラメタを検出する

のが [ ステップ 2] である．MC 試行結果から，

検定に必要な 4 種類の数値を取り出す．これら

の数値を図 3.6 に赤字で示す．まずテスト入力

ベクトルの数 N，失敗ケース数 NFである．次

に，個々の要素 ε(j)に着目する．N 個のテスト

入力ベクトル中に，ε(j)を含む個数を nj とする．

ε(j)は確率 R でテスト入力の要素としているた

め，nj はおおよそ次式の値となっている．

 nj ≈ R ∙ N   　  ( 3.2 )
 

 

 

 

 

N 
 

NF 

  

nj 

  

nFj 

  

j番目の要素の影響度合いを表す！ 
 

図 ３.7 モンテカルロ試行結果の整理 
図 3. 7　モンテカルロ試行結果の整理

　次に nj 個のテスト入力の中で，失敗ケースを

引起したテスト入力ベクトルの数を nFj とする．

ここで nj 及び nFj は，それぞれ M 個の各要素に

ついて得られる数値である．

以上の N，NF，nj，nFj の 4 種類の数値を取り

出し，検定を行う．これらの数値の関係を整理

したものが図 3.7 である．全体集合が N 個で，

そのうち失敗ケースが NF 個．この中から無作

為に，確率 R で nj 個を取り出す．以上の N，

NF，nj の 3 種類の数値の大きさは，要素 j に殆

ど依存しない．

ここで無作為に取り出した nj 個のテスト入力

ベクトルの中で，失敗ケースを発生させた個数

が nFj である．もし要素 j が失敗ケースに大きく

影響している場合，要素 j を含むテスト入力ベ

クトルは失敗ケースを発生させやすくなり，nFj

の値は大きくなる．このとき nj 個中の失敗ケー

ε(1) 
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⋮ 
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・・・ 

N個のテスト入力ベクトル 

j番目のパラメタ 

nj：ε(j)を含むベクトルの個数 
nFj：上記ベクトル中，失敗ケース 

を引起す個数．  

 

NF：上記ベクトル中，失敗ケースを引き起こす個数． 

図 3. 6　検定に必要な 4 種類の数
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スの割合は，次式のように全体のそれよりも大

きくなる．

 nFj / nj ≫ NF / N  　  ( 3.3 )

一方で，もし要素 j はシステムに対して殆ど

何の影響も及ぼしていないとすれば，無作為に

取り出した nj 個中の失敗ケースの割合は，全体

のそれとそれほど違わなくなる．つまり，

 nFj / nj  ≈ NF / N  　  ( 3.4 )

以上の考え方を利用し，失敗ケースの割合

nFj / nj が，全体の値 NF / N よりも「大きい」と

いえるかどうかを，統計的に検定して判定する．

もし大きいという判定ならば，要素 j を失敗ケ

ースに影響するパラメタとして検出する．

要素 j が失敗ケースに寄与するときは nFj は大

きくなるが，逆に小さくなる可能性もある．こ

れはパラメタ j が，失敗ケースを抑制する方向

に働く場合である．このとき nFj は小さくなり，

 nFj / nj ≪ NF / N  　  ( 3.5 )

となる．

以上の関係をまとめたものが，図 3.8 である．

nFj の大きさによって，失敗ケースへの影響が異

なることを表す．nFj の大きさの度合いを判定す

るため，nFj 個の失敗ケースを含む nj 個の集合が，

N 個の全体集合からの無作為抽出であるといえ

るかどうかを検定する．

ここでは帰無仮説を「nj 個のサンプルは無作

為に抽出された」とする．この仮説に基づき，

「失敗数が nFj 以上となる確率」を算出する．こ

の確率が現実には起こりえないほど小さくなれ

ば，nj 個が無作為に抽出されたとは考えにくく，

帰無仮説を棄却する．このとき実際に得られた

nFj 個は，”偶然には起こりえないほど大きい”と

N

NFnj

nFj

N
NF

nj

nFj

N

NFnj

nFj

n n N N  
(a) j  

n n N N

j

n n N N

j

図 3. 8　nFj の変化と失敗ケースへの影響
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いえ，要素 j を失敗ケースに及ぼす影響が大き

いパラメタとして検出する．

いま，NF 個の失敗ケースを含む N 個の全体

集合があるとする．その中から nj 個を無作為に

取り出したときに，そこに含まれる失敗ケース

数がχ個である確率 pj(χ) は，次式で表される．

p � � � C C� � C   

( 3.6 )

これは超幾何分布 16)-18) と呼ばれる分布である．

次に失敗ケースが nFj 個以上となる累積確率

を考える．このときχの最大値は，NF と nj の

大きさによって異なり，次式で表される．

 χ = min{NF,  nj }  　   ( 3.7 )

上側累積確率 Pj は，

C C� �

C   

P � p � �

� ( 3.8 )

式 (3.8) で表される超幾何分布の累積確率

は，統計ツールを含む既製のソフトウェアを用

いれば容易に得られる．例えば，Microsoft 社の

Excel，フリーの統計解析ソフト”R”, MathWorks
社の技術計算言語 MATLAB の“Statistics and 
Machine Learning Toolbox”などが利用できるが，

これらの使用法は付録 A に示した．

仮説検定では Pj が偶然に発生したとは考えら

れないほど小さいときに，帰無仮説を棄却し，

要素 j を影響が大きなパラメタと判定する．こ

こで問題となるのは，判定基準となる棄却域の

設定である．一般的には有意水準 α=0.05 (5%)
とされることが多いが，ここでは同じ検定を要

素の数だけ，つまり M 回繰り返すことになる．

このため α=1 / M 程度の確率は，M 回の検定を

するうち 1 回は偶然に発生しても不自然ではな

い．例えば不確定パラメタが 100 個存在すれ

ば，100 回の検定を実行することになり，この

中で偶然に Pj が 1 / 100 の確率となることは十

分起こりうる．よって判定の目安として，これ

よりも一桁小さい値として次式を用いることと

する．

 α = 1 / (10∙M)  　  ( 3.9 )

図 3. 9　パラメタ検出の計算手順
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実際の計算手順は，まず全ての要素 j,(1,…,M)
についてそれぞれ Pj を算出する．次に得られた

M 個の Pj を小さい順（昇順）に並べる．これは

失敗ケースに影響する可能性が大きい順番であ

る．このとき式 (3.9) の確率よりも小さい Pj に

対応するパラメタは，失敗ケースに影響してい

るものと判定する．Pj の値が小さければ小さい

ほど，失敗ケースに影響する可能性が高いこと

を示す．以上の計算手順をまとめたものが，図 
3.9 である．

また，最も小さい Pj でも α よりも大きい場合

には，意図する主要パラメタが検出できていな

い可能性がある．この原因としては，

 ・　 サンプル数 N が少なく，精度の高い検定が

できていない．

 ・　 失敗ケース数 NF が少なく，失敗ケースの

情報が十分に得られていないため検定精度

が低い．

などが考えられる．この場合には先に述べたよ

うに，テスト入力の数 N を増やしたり， R を大

きくしたりする必要がある．以上が失敗ケース

に寄与する不確定パラメタの検出方法である．

検出されたパラメタの影響の大きさは，当該

パラメタを除いた MC 評価により確認できる． 
Pj 値が小さいほど失敗ケースへの影響は大きい

傾向があり，そのようなパラメタを除いた（ノ

ミナルに戻した）MC 評価では失敗ケース数が

大きく減少することが期待できる．

3. 1. 4   失敗ケース抑制パラメタ

一方で，失敗ケースを抑制するパラメタが存

在する可能性もある．このとき，図 ３.8(c) に
示すように nFj の値はかなり小さくなるはずで

ある．この場合，nj 個を無作為に抽出したと考

えて，その中に含まれる失敗ケースが nFj 以下

となる下側累積確率を求める．失敗ケースがχ

個となる確率は式 (3.6) で与えられるが，χの最

小値は必ずしも 0 とは限らず，次式で表される．

 χmin = {0, nj － (N － NF )} 　( 3.10 )

これは，取り出す数 nj が全体の成功数 (N－NF) よ
りも大きい場合には必ず，χ> 0 となるためで

ある．よって，下側累積確率 Qj は次式で与えら

れる．

Q � p � �

�
C C� �

C   ( 3.11 )
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図 3. 10　Pj および Qj の処理を含めた計算手順
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Qj についても昇順に並べる．Qj が小さい程，

失敗ケースの抑制効果が大きい可能性が高いこ

とを示す．こちらも目安として Qj ≤ α のとき，

対象となるパラメタ j を失敗ケース抑制効果が

あるものと判定する．

ただし種々の不確定パラメタはオフノミナ

ル状態を表すものであり，失敗ケース抑制効果

を持つパラメタが必ずしも存在するとは限らな

い．Qj の値が十分に小さいとき，つまり nFj が

極端に小さく無作為に抽出したとは考えられな

いようなパラメタが出現したときのみ，抑制効

果があると考えるべきである．Qj の処理を図 
3.9 に示す処理手順に加えたものが図 3.10 であ

る． 

3. 2   数値例

本手法の理解の一助とするため，架空の MC 試

行ではあるが簡単な数値例を示す．ここでは図 
3.11 に示す，不確定パラメタが {A, B, C, D, E} の
5 つのシステムを考える．各パラメタの入力値

をそれぞれ {a, b, c, d, e} としたとき，システム

を評価した結果，失敗ケースが出現したとする．

このとき「失敗ケースに及ぼす影響が大きいの

は A ～ E のどのパラメタであるか検出せよ」と

いう問題となる．

最初の手順は入力ベクトル [a, b, c, d, e] を用い

て，テスト入力を生成することである．各要素

を R=1 / 2 の確率で採用して 10 個のテスト入力

を生成した結果，図 3.12 に示すテスト入力が生

成されたとする．よって N = 10 である．a~e の

各要素は 10 個のテスト入力のなかに，それぞ

れ 3～6 個含まれていることが確認できる．こ

の数が n である．

次にこれらのテスト入力を MC 評価したとこ

ろ，図 3.12 の下段に示す結果が得られたとする．

5 回の失敗ケースが現れており，対応するテス

ト入力ベクトルを灰色の背景で示す．よって，

MC 試行の失敗数 NF = 5 である．この失敗ケー

スの中に含まれている a~e の各要素の個数が nF

であり，図 3.12 の右側に n と共に示した．

以上より，検定に必要となる 4 種類の数値，N，

NF，n，nF が確定したので，累積確率 Pj および

Qj が各パラメタについて，それぞれ計算できる．

パラメタ A については，n = 3， nF = 1 であるので，

式 (3.8) より，

P �
C C� �

C
� 0.917  

( 3.12 )

また式 ( 3.11 ) より，

Q �
C C� �

C
� 0.500

( 3.13 )

d

航空宇宙

システム
1  (失敗) 

[0:成功，1:失敗] 

入力値

入力 5 個

�M � 5�

評価結果
不確定

パラメタ

A
B
C
D
E

図 3.11　5 入力システムの例
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パラメタ B~E についても同様に Pj，Qj を算出

した結果を表 3.1 に示す．Pj および Qj について，

それぞれ昇順に並べ直した結果を図 3.13 に示

す．偶然には起こりえないと考えられるほど値

が小さなパラメタを，“失敗ケースに影響して

いる”，または“失敗を抑制する”パラメタと

判定する．判定の目安としては式 (3.9)を利用し，

有意水準は次式となる．

	 α= 1 / (10･5) = 0.02  　( 3.14 )

図 3.13 にαを赤線で示すが，αよりも小さな Pj

値をもつパラメタ D が，失敗ケースに大きな影

響を及ぼすと判定される．一方で Qj 値はαより

も小さなパラメタはなく，“失敗ケース”を抑

制するパラメタは検出されない結果となった．

以上が検出例であるが，ここで実際の解析に

おいて留意すべき点を以下に列挙する．

1.　Pj，Qj の算出

この例では式 (3.12)(3.13) に示すように直

接算出可能であった．しかし実際にテスト

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

MC 試行結果：5 回失敗 ( )

0 1 1 0 0 1 0 1 0 1

テスト入力：10 個生成 ( = )不確定

パラメタ

A
B
C
D
E

=

図 3. 12　テスト入力と MC 試行結果

α

D E C A B
10

-3

10
-2

10
-1

10
0

P
j

α

B A C E D
10

-3

10
-2

10
-1

10
0

Q
j

図 3. 13　累積確率の判定

P Q

A 0.917 0.500 
B 0.996 0.103 
C 0.738 0.738 
D 0.004 1.000
E 0.500 0.897 

パラメタ

表 3.1　各パラメタの累積確率
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入力を 10 個しか生成しないケースは殆どな

く，通常 N は数百～数千のオーダーとなる．

このとき二項係数 NCχは巨大な数となってオ

ーバーフローし，直接計算できない．この

ため統計ソフトなどの利用が必要となる．

2.　影響パラメタの判定

統計的検定で判定しているため，有意水準

として設定したαよりも小さいものであれ

ば，“どのパラメタも同様に失敗ケースに影

響している”というわけではない．より重

要なのは Pj（または Qj）の値であり，これ

が小さければ小さいほど，失敗ケースに大

きく影響していると考えるのが妥当である．

αは目安であり，絶対的な判定ラインでは

ない．逆にαよりも少し大きな Pj 値をもつ

パラメタについても，失敗ケースに影響し

ている可能性は排除されない．

3.　テスト入力の生成

不確定パラメタベクトルの各要素を R の確

率でランダムに採用した結果，図 3.12 に示

すように n は N × R = 5 付近の値を取るもの

の，パラメタ毎に異なる値となっている．

ここで n を固定した状態でテスト入力を生

成してもよいが，必ずしもその必要はない．

超幾何分布として確率を算出するため，n
の違いも考慮された累積確率が算出される

ためである． 

3. 3   複数の失敗ケース

MC 評価において失敗ケースは，複数個現れ

ることが多い． 図 3.4 のテスト入力生成法の説

明では，1 つの不確定パラメタ・ベクトル ε*か

らテスト入力を生成している．このようにして

テスト入力を生成した場合，複数の失敗ケース

が存在すると，これまでに述べたパラメタ検出

法を失敗ケースの回数分だけ繰り返すことにな

る．

たしかにある特定の失敗ケースに対する要因

を確実に知りたいときには，1 つの ε*を利用し

て図 3.4 のようにテスト入力を生成するのが合

理的である．ところが失敗ケースが多数得られ

たときには，個々の失敗ケースに対する失敗要

因を全て知るよりも，それら多数の失敗ケース

に対して最も頻繁に影響するパラメタを知りた

いことも多い．このときに個別の失敗ケースを

対象として，先に述べたパラメタ検出手順を多

数回繰り返すことは，時間を要し作業効率が極

めて悪い．

この場合は対象とする失敗ケースをまとめ

て，テスト入力生成に利用するのが効率的であ

る．この処理方法を示したものが，図 3.14 であ

る．いま失敗ケースを引き起こす不確定パラメ

タベクトル εi
* が L 個あるとき，図 3.14 に示す

ように，この L 個を順番に入れ替えながらテス

ト入力を生成する．このようにして N 個のテス

ト入力を生成すれば，解析対象とする L 個の εi
*

がそれぞれほぼ同数，テスト入力に利用される

ことになる．

それぞれの L 個の失敗ケースの要因となるパ

ラメタの組は，ある特定の一組だけではない可

能性がある．よって，このようにテスト入力を

生成すれば，L 個全体として最も多くの失敗ケ

ースを発生させる要因であるパラメタを含む εi
*

が，最も多くテスト入力の生成に利用されるこ

とになる．このため，L 個全体として最も多く

失敗ケースに影響しているパラメタが検出され

やすくなる．
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3. 4   検出能力

　本パラメタ検出法では，設定条件や MC 試行

結果によって検出能力は異なる．具体的にはテ

スト入力による試行回数 N，テスト入力生成時

の各要素のサンプリング確率 R，および MC 試

行の結果得られる失敗割合 NF / N である．統計

を利用していることから試行回数 N については

大きいほど検出能力が高いといえるが，R およ

び NF / N の影響も含めて考察する．

　システムへの影響があると判定されるために

は，Pj は帰無仮説を棄却できる程度に小さくな

ければならない．まず始めにこの判定基準を確

認する．判定の目安を式 (3.9) の α とすれば，

これはパラメタ数 M に依存し，表 3.2 に示す値

となる． 

3. 4. 1   試行回数 N の影響

　まず N の影響を確認する．R=0.5,   NF / N = 0.2
と固定した場合に， N の違いによる Pj の変化

を図 3.15 に示す．このとき nj = R ∙ N = 0.5N で

ある．横軸は nj 個のサンプル中に含まれる

失敗数χ をその最大値である NF (=χ ) で
除し，失敗ケースを含む割合χ/ NF とした．

χ/ NF = R( = 0.5) のとき母集団とサンプルの

失敗割合が等しいことを意味し，このとき当

該パラメタは失敗ケースに殆ど影響していな

いといえる．この値を横軸の左端としている．

χ/ NF が大きくなるほど Pj は小さくなり，グラ

フは右下がりとなる．またサンプル数 N が大き

くなるほど，χ/ NF に対して Pj は急激に減少す

ることがわかる．つまり当該パラメタが失敗ケ

ースに影響しているとすれば，N が大きくなる

パラメタ数 M 有意水準 α
5 2.0×10-2

10 1.0×10-2

50 2.0×10-3

100 1.0×10-3

500 5.0×10-4

1000 1.0×10-4

ε1(1)
ε1(2)
ε1(3)
ε1(4)
ε1(5)
ε1(6)
ε1(7)
⋮

ε1(M)

ε1
∗

ε1(1)
O
O
ε1(4)
ε1(5)
O
ε1(7)
⋮

ε1(M)

O
ε2(2)
O
O
ε2(5)
ε2(6)
O
⋮

O

O
ε3(2)
ε3(3)
ε3(4)
O
ε3(6)
O
⋮
ε3(M)

ε (1)
O
ε (3)
O
O
O
ε (7)
⋮

ε (M)

・・・

N個のテスト入力ベクトル生成

ε2(1)
ε2(2)
ε2(3)
ε2(4)
ε2(5)
ε2(6)
ε2(7)

ε2(M)

ε2
∗

εL(1)
εL(2)
εL(3)
εL(4)
εL(5)
εL(6)
εL(7)

εL(M)

εL
∗

・・・

確率Rでノミナル値

O に戻す．

失敗ケースを引起す不確定パラメタ・ベクトル

ε1
∗ , ε2

∗ ,⋯ , εL
∗を繰り返し順番に

適用し，テスト入力を生成．

N

N

N

N

図 3. 14　多数の失敗ケースをまとめたテスト入力生成

表 3. 2　有意水準 α
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図 3. 15　試行回数 N と Pj の変化

ほど判定ライン α を下回り，検出されやすくな

ることを表す．

　いま不確定パラメタ入力が 1000 個ある場

合には，表 3.2 より Pj ≤ 1.0 × 10 －4 となれば影

響があるとして検出されることになる．この

と き 図 3.15 よ り，N=10000 で はχ/ NF > 0.55
程 度 で 判 定 条 件 を 満 た す が，N=100 で は

χ/ NF > 0.88 程度にならなければ影響パラメタと

判定されないことがわかる．一方で N を大きく

すれば，その分だけ MC 試行の回数が必要となり，

多くの計算時間を必要とする．よって作業効率

との兼ね合いを勘案しながら，可能な範囲で大

きな N を選定することが望ましい．

3. 4. 2   R および NF ⁄ N の影響

　R はサンプル数の母集団に対する割合を表し，

通常は 0.5 である．しかし MC 試行で失敗数 NF

が極端に少ない場合には，パラメタ検出が困難

となるが， R を大きくすれば NF を増やすことが

できる．よって次に，R や NF / N が変化した場合

の影響を考える．

　R と NF / N を変化させた場合の，Pj の変動を

図 3.16 に示す．R は上段から下段にかけて 0.5, 
0.6, 0.7, 0.8 と変化させた結果であり，NF / N につ

いては左列から右列にかけて 0.1, 0.2, 0.5 と変化

させた結果を表す．最上段の第 2 列のグラフは，

図 3.15 と同じものである．

［R の影響］

　R の影響について考えるため，第 2 列の 4 つ

のグラフを比較する．R を 0.5 から大きくしてい

くと，判定ラインを満たすχ/ NF  の値が大きく

なっていくことがわかる．例えばα = 1.0×10－4

であるとき，N=10000 を表す実線に着目すると，

R=0.5 のときはχ/ NF は 0.55 以上程度で判定基

準を満たすが，R=0.8 ではχ/ NF は 0.8 を少し超

えたところでようやく判定基準を満たす．この

理由は以下のように説明できる．

　母集団の失敗割合 NF / N とサンプルの失敗割

合χ/ n が同程度だとすると，特にサンプル中の

失敗数が多いということにはならないので，当

該パラメタの影響は大きくないという判断にな

る．このとき，

NF

N
≈

n

変形すると，

�R � �
n
N
≈

NF ( 3.15 )

つまりχ⁄ NF =R のとき，サンプルに含まれる

失敗数の割合は母集団と同程度であり，当該

パラメタの影響が大きくなくても，この程度の

χ/ NF の値は普通に発生する．当然のことなが

らχ/ NF は R よりも大きくなければ，影響パラ

メタとして検出されない．このため，R を大き

くすればそれに伴って検出するために必要とな

るχ/ NF の値も大きくなる．

　また R を大きくしていくと，特に N が十

分でないとき，サンプル中の失敗数が最大

(χ/ NF = 1) となっても Pj は十分に小さくならず

に影響パラメタを検出できなくなる可能性があ

ることがわかる．例えば母集団 N=100 ときに

R=0.8 とした場合には（最下段，第 2 列のグラ

フ），Pj の最小値は 10－2 をやや下回る程度まで

しか低下しない．NF / N 一定，N 一定であれば，

R の増加と共に Pj のχ/ NF に対する減少率はや

や大きくなっていくものの，一方で Pj の最小値

は大きくなってしまう．このため，特に N があ

まり大きくないときには検定が可能か，留意し

ておく必要がある．
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図 3.16　R および NF ⁄ N が，Pj に及ぼす影響

　ただし実際には R を大きくすれば，NF ⁄ N も

大きくなる．このため R を大きくすると，必ず

しも検定が不利になるというわけではない．上

記は NF ⁄ N を固定した状態で，R 変化の影響を

調査したものである．

［NF ⁄ N の影響］

　次に NF ⁄ Nが Pj に及ぼす影響について考える．

こちらも図 3.15 の状態を基点として， Pj に及ぼ

す影響を確認するため，図 3.16 の最上段の 3 つ

のグラフに着目する．NF ⁄ Nが0.5に近づくほど，

Pj のχ⁄ NF に対する減少率も大きくなっていく

ことがわかる．

　ここで問題となるのは NF ⁄ N が小さい場合，

つまり MC 試行の結果，失敗ケース数 NF が

十分に得られない場合である．このとき同じ

 25

をやや下回る程度までしか低下しない．N� N⁄ 一定，

N一定であれば，Rの増加と共にP�の� N�⁄ に対する

減少率はやや大きくなっていくものの，一方でP�
の最小値は大きくなってしまう．このため，特に

Nがあまり大きくないときには検定が可能か，留

意しておく必要がある． 
 ただし実際にはRを大きくすれば，N� N⁄ が大き

くなる．このためRを大きくすると，必ずしも検

定が不利になるというわけではない．上記はN� N⁄
を固定した状態で，R変化の影響を調査したもの

である． 
 
［N� N⁄ の影響］ 
 次にN� N⁄ がP�に及ぼす影響について考える．こ

ちらも図 ３.15 の状態を基点として，	P�に及ぼす

影響を確認するため，図 ３.16 の最上段の 3 つの
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χ/ NF に対して Pj の値は大きくなり，より大き

なχ/ NF の値をとらなければ影響パラメタと判

定されなくなる．例えば図 ３.16 の最上段，第

1 列の NF / N = 0.1 のケースでは，N = 100 の場合

に Pj は最小でも 10－3 程度までしか小さくなら

ず，有意水準αがこれよりも小さいときには目

的とするパラメタは検出できなくなる．

［R の調整による効果］

　以上より NF ⁄ N が小さかったり，R を 0.5 よ

り大きめに設定したりしたときに，母集団 N の

数が不十分な場合には影響パラメタが検出不能

となる可能性があることがわかった．次に人為

的に調整可能な R を変化させた場合の効果につ

いて考察する．

　図 3.16 の最上段，第 1 列の R=0.5，NF / N = 0.1
のケースを例として確認する．N = 100 のグラ

フは Pj が最小でも 10－3 程度までしか小さくな

らないことを示しており，検出能力が不十分と

なる可能性が高い．

　このとき R を大きくして 0.6 とすれば，NF / N
の値は少し大きくなることが期待できる．仮に

NF / N = 0.2 となったとすれば上から 2 段目，第

2 列のグラフとなり，Pj を 10－5 以下まで低下

させることができる．この場合，R = 0.6 とする

ことで検出能力をある程度確保できたことにな

る．ところが R = 0.7 まで増加させて NF / N = 0.2
が実現したとすると，グラフは 3 段目，第 2 列

となり，Pj の最小値はそれほど低下しない．

　以上のように NF / N が小さいときに，R を増

加させれば検出能力が向上する可能性はある．

ただし R を増やしても NF / N の値があまり変化

しなければ，その効果は小さい．可能な範囲で

N を増加させると共に，R も多少増加させてみ

ることが効果的である場合が多い．

［まとめ］

　以上，図 3.16 には R=0.5~0.8，NF / N=0.1~0.5 の

範囲で変動させた結果を示すが，この範囲で考

える限りでは N = 1000 としておけば，いずれの

ケースでも Pj 最小値は 10－6 以下となっており，

大抵の場合検出能力としては実用上問題ないと

考えられる．NF / N がある程度大きい場合には，

より小さな N を選定することも可能である．一

方で NF が極端に小さく NF / N≪0.1 となりパラ

メタが検出できない場合には，N や R を増加さ

せるなどの対応が必要となる．

3. 4. 3   失敗抑制効果

　最後に失敗抑制効果のあるパラメタ検出に使

用する Qj について考える．図 3.16 の Pj の変化

に対応する，Qj の変化の様子を図 3.17 に示す．

Qj はパラメタ j が失敗ケースを抑制する働きを

するかどうかの指標であり， n 個のサンプル中

に失敗ケースχが極端に少ないときに有意とな

る．このため横軸はχ/ N = 0.1~0.8 とした．有

意性の判定の目安は Pj と同様で，Qj が α 以下

となるかどうかである．この結果を Pj の図 3.16
と対比して確認すると，Pj が判定可能となる条

件のときには Qj も十分に判定可能となっている

ことが確認できる．
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３. ４. ３ 失敗抑制効果 

 最後に失敗抑制効果のあるパラメタ検出に使

用するQ�について考える．図 ３.16 のP�の変化に

対応する，Q�の変化の様子を図 ３.17 に示す．Q�
はパラメタjが失敗ケースを抑制する働きをする

かどうかの指標であり，	n個のサンプル中に失敗

ケース�が極端に少ないときに有意となる．この

ため横軸は� �⁄ � �������とした．有意性の判定

の目安はP�と同様で，Q�がα以下となるかどうかで

ある．この結果をP�の図 ３.16 と対比して確認す

ると，P�が判定可能となる条件のときにはQ�も十

分に判定可能となっていることが確認できる． 
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図 ３.17 	�および�� �⁄ が，��に及ぼす影響 
図 3.17　R および NF ⁄ N が，Qj に及ぼす影響
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4　 正規分布近似による検出法

　ここでは算出するのに統計ソフトが必要な式

(3.8) の Pj および式 (3.11) の Qj の代わりに，正

規分布近似を利用した以下の式 (4.1)(4.2) をそ

れぞれ用いることで，主要パラメタを検出する

方法を示す 19)．

 

�
n 1

2
( 4.1 )

�
n � 1

2
( 4.2 )

ここで μHG∙j , σ2
HG∙j は，それぞれ超幾何分布の平均，

分散を表し，次式より算出される 16), 20)．

�
n N

N ( 4.3 )
     　  

�
n N N n �N N �

N �N 1� ( 4.4 )

これらの導出は，付録 B に示す．

　zj∙min ,  zj∙ がそれぞれ Pj, Qj に対応するパラメ

タである．式 (4.1) および式 (4.2) であれば，統

計ソフトは必要なく，直接計算可能である．

　近似計算が必要とされるのは，例えばユーザ

のプログラムが C や FORTRAN 等のプログラム

言語で記述され，その中で繰返し Pj，Qj の計算

を必要とする場合などである．不確定パラメタ

が M 個あるとき，それと同数回だけ Pj と Qj の

計算が必要となる．統計ライブラリなどが利用

できなければ， M 回の確率計算の式を直接記述

して実行する必要がある．このような場合に，

容易に計算できる近似法があれば実用上の利便

性は高い．

　以下では，正規分布近似を利用した累積確率

を考慮することで，主要パラメタを検出する方

法を記す．次に簡単な数値例を示し，最後に近

似誤差について考察する．

4. 1   正規分布近似法

　正規分布近似によるパラメタ検出方法を記

す．以下では，まず超幾何分布と正規分布の対

応関係について述べ，正規分布近似法により式

(4.1) を導出する．次に，失敗ケース抑制パラメ

タを検出するための式 (4.2) を求め，最後にま

とめる．

4. 1. 1   超幾何分布と正規分布の対応

　超幾何分布 pj(χ) は離散分布であるので，上

側累積確率 Pj は，χ≥ nFj の範囲で pj(χ) の和と

して次式のように表された．

P � p � �
( 4.5 )

pj(χ) は図 4.1 の青線で示される離散分布であ

り，青線の高さが確率を表す．よって式 (4.5)
で表される上側累積確率は，χ≥ nF∙j における青

線の高さの和として表される．

　これに対して赤線が N ( μHG∙j , σHG∙j
2 ) の正規分

布を表し，これは連続分布である．赤線は確率

そのものではなく確率密度関数であるため，右

裾の面積が式 (4.5) に対応する確率を表す．よ

って上側累積確率 Pj に相当する量は，図 4.1(a)
の赤色で塗りつぶしたχ≥ nF∙j の領域の面積で表

される．

　ここでより詳細に，ある値χ= n における確

率の対応を考える．超幾何分布における確率は

pj(n) であるが，この確率に対応する正規分布の

面積を算出する際のχの範囲は近似的に，

n
1
2

n �
1
2

( 4.6 )

となる．従って式 (4.5) で表されるχ≥ nF∙j の上

側累積確率に対応する正規分布の面積は，図 
4.1(b) に示す赤で塗りつぶした領域とするのが，

より精度の良い近似となる．このとき面積，つ

まり累積確率を算出するためのχの範囲は次の

ように修正される．

n
1
2

 

 ( 4.7 )

This document is provided by JAXA.



宇宙航空研究開発機構研究開発報告　JAXA-RR-17-00428

よって正規分布近似による上側累積確率は，　

N ( μHG∙j , σHG∙j
2 ) の正規分布において，式 (4.7) に

示すχの範囲における面積として求られる．

4. 1. 2   正規分布近似による導出

　標準正規分布を利用するため，次の変換によ

り zj(χ) を求める．

 
 zj(χ)=(χj－μHG∙j ) /σHG∙j  　   ( 4.8 )

この pj(χ) の確率密度関数は，近似的に N(0, 1)
の標準正規分布に従う．このとき上側累積確率

を求めるための積分範囲は，式 (4.7) を考慮し，

 

n 1
2 z �

 
 ( 4.9 )

標準正規分布 N(0, 1) の確率密度関数を ϕ(z) と
すれば，正規分布近似による上側累積確率 PN･j

は，次式により求められる．

P � � � ( 4.10 )

ここで式 (4.9) と式 (4.3)(4.4) より，

�
n 1

2

�
n 1

2 n N N

n N N n �N N � �N �N 1��
 

( 4.11 )

となり，式 (4.1) が得られる．zj ∙ min と PN･j の関

係を図 4.2 に示す．zj ∙ min は PN∙j と 1 対 1 に対応

するので，PN∙j を小さい順に並べるとき，zj ∙ min

は大きい順となる．よって PN∙j を直接算出し

なくても，その順序は決定できる．つまり失

敗ケースに影響を及ぼす可能性が高い順番は，

zj ∙ min を求めることにより，直ちに判明する．

　一方，影響が大きいと判定するための目安

は上側累積確率の値 α（有意水準）として与え

z

ϕ( )

zj∙
0

図 4. 2　上側累積確率 PN∙j と zj∙min

 µHG ∙j nF∙j 

pj� � 

正規分布近似 

(a) Pj � ∑ pj� �� nFj
に対応するエリア 

(b)連続分布を考慮した修正エリア 

nF∙j nF∙j −
1
2

 

 

nF∙j − 1  

 
 

正規分布近似 
pj� � 

図 4. 1　超幾何分布と正規分布の対応

PN･j
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られる．標準正規分布において，この α に対応

する z の値 zαを事前に統計表等により 1 度だけ

求めておけば，直接 PN∙j を算出することなく，

zj ∙ min が zα 以上であるかどうかで影響を及ぼすパ

ラメタの判定ができる．

　正規分布近似によるパラメタ検出手順をまと

めると，図 4.3 のようになる．まずテスト入力

を用いた MC 評価結果より，各 M 個のパラメタ

についてそれぞれ式 (4.11) から zj ∙ min を求める．

次に得られた M 個の zj ∙ min を大きい順に並べる．

そこで zα 以上となるパラメタを，失敗ケースへ

の影響が大きいものと判定する．

　以上のように，正規分布近似を用いれば計算

は式 (4.11) だけで済み，M 個の入力パラメタ毎

に累積確率 PN∙j まで算出する必要はない．α は

上側累積確率として与えられるが，これに対応

する zα の値は，統計表を利用しても良いし，ま

た既存の各種ソフトウェアを用いることも出来

る．代表的な統計ソフトウェアを用いた zα の算

出方法を付録 A に記した．

4. 1. 3   失敗ケース抑制パラメタ

　失敗ケースを抑制する効果のあるパラメタが

存在する場合に，その検出は超幾何分布による

下側累積確率 Qj を利用した． 

pj( )

正規分布近似

nF∙j
nF∙j +

1
2

図 4.4　正規分布の対応エリア

Q � p � � ( 4.12 )

これに対応する，正規分布近似における値 QN∙j の

導出について考える．Qj に対応する正規分布に

おける確率は，図 4.4 の赤で塗りつぶしたエリア

に相当する．つまりχ= (nF∙j +1/2) までの左裾

の面積が近似値 QN∙j である．よって式 (4.8) で表

される標準化した正規分布における積分範囲は，

図 4. 3　正規分布近似によるパラメタ検出手順
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This document is provided by JAXA.



宇宙航空研究開発機構研究開発報告　JAXA-RR-17-00430

z
n � 1

2 ( 4.13 )

となり，ϕ(z) を用いると，

Q � � � ( 4.14 )

ここで，

�
n � 1

2

�
n � 1

2 n N N

n N N n �N N � �N �N 1��

( 4.15 ) 

となり，式 (4.2) の zj ∙ が得られる．zj ∙ は積分

範囲の上限であるが，この値が小さいほど QN∙j も

小さくなる．よって zj ∙ については，小さい順

に並べれば QN∙j も小さい順となる．ここで QN∙j が

有意水準α以下となり，失敗を抑制するパラメタ

として検出されるとき，対応する zj ∙ は負の値

となる．よって zj ∙ を小さい順に並べるとき先

頭は負の値となっており，絶対値は大きい順とな

ることには注意が必要である．

　PN∙j の場合と同様に， z j ∙ を算出すれば QN∙j

の大きさの順序は判明する．また判定の目安と

なる α に対応する z の値は，正規分布が左右対

称であることを考えれば，－zαとなる．以上より，

失敗抑制に効果のあるパラメタの検出手順は，

まず全ての M 個のパラメタについて式 (4.15) よ
りz j∙ を算出する．次にz j ∙ を小さい順に並べ，

 z j ∙ ≤－ zα   　( 4.16 )

となるパラメタ j を，抑制効果のあるものとし

て検出すればよい．

4. 1. 4   近似法のまとめ

　失敗ケースに影響を及ぼすパラメタと失敗ケ

ース抑制に効果があるパラメタの双方を併せて

検出する手順をまとめたものが図 4.5 である．

検出手順は以下となる．

1.　テスト入力を用いた MC 結果を得る．

2.　 MC 結果から式 (4.1)(4.2) を用い，それぞれ

zj ∙ min，z j ∙ を算出する．

n1

n2

n3

⋮
nj

⋮
nM

nF1

nF2

nF3

⋮
nFj

⋮
nFM

N：テスト入力数

NF：失敗ケース数

1∙

z2∙

z3∙

⋮
zj∙

⋮
zM ∙

zj∙ ，zj∙

を算出

z1∙

z2∙

z3∙

⋮
zj∙

⋮
zM ∙

zj∙

zj∙

0

0

−

失敗ケースに影響

失敗抑制に効果

降順

昇順

1 2 3 ･･････････ j ･･･ M 

1 2 3 ･･････････ j ･･･ M

z

図 4. 5　パラメタ検出手順
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3.　zj∙min を大きい順，z j ∙ を小さい順に並べる．

4.　 有意水準 α に対応する，標準正規分布にお

ける確率変数 zα を求める．

5.　 z j ∙ ≥ zα となるパラメタを失敗ケースに影

響するもの，z j ∙ ≤ － zα となるパラメタを

失敗抑制に効果があるもの，として検出する．

4. 2   数値例

　第 3 章と同様に数値例を示し，理解の一助と

する．引き続き 3. 2 節の例を用いて，正規分布

近似によるパラメタ検出の数値例を示す．テス

ト入力を生成して MC 試行を実行するところま

では同じ手順である．図 3.12 に示される MC 試

行結果の要約を図 4.6 に示す．

[全体]
MC 試行数： �

失敗数： �

不確定

パラメタ

A
B
C
D
E

図 4. 6　MC 試行結果 ( 図 3. 12) の要約

　このときパラメタ A について，母集団の平均

μHG∙A と分散 σHG∙A
2 は，式 (4.3)(4.4) から次のよう

に得られる．

 μHG∙A = (3 ∙ 5) / 10 = 1.5  　 ( 4.17 )

σHG ∙A
2 �

3 ∙ 5 ∙ �10 − 3� ∙ �10 − 5�
102�10 − 1�

� 0. 583
 

( 4.18 )

次にパラメタ A について，式 (4.1)(4.2) より

zA∙ min ，zA∙ を求めると，

A∙ � ��1 − 1 2⁄ � − 1.5� √0.583⁄
� −1.309

 
( 4.19 )

A∙ � ��1 � 1 2⁄ � − 1.5� √0.583⁄
� 0.0

 
( 4.20 )

以上の手順により，全てのパラメタについて値

を算出した結果を表 4.1 に示す．

表 4. 1　正規分布近似による計算結果

µHG ∙j σHG ∙j
2

j∙ j∙

A 1.50 0.583 -1.31 0.00
B 2.50 0.694 -2.40 -1.20
C 3.00 0.667 -0.612 0.612
D 2.50 0.694 2.40 3.60
E 2.50 0.694 0.00 1.20

　一方判定の目安となる有意水準は，式 (3.14)
より α = 0.02 である．これに対応する zα は，統

計表またはソフトウェアを用いて求められ，

 zα = 2.054   　( 4.21 )

となる．この zα の値は，事前に 1 度だけ求めて

おけばよい値である．以上より，zj ∙min を降順，

z j ∙ を昇順に並べて影響パラメタを検出した結

果を図 4.7 に示す．

　この結果，失敗ケースへの影響が大きなパラ

メタとして，z j ∙ min  > zα となるパラメタ D が検出

されることがわかる．この検出結果は 3. 2 節の

数値例と一致しており，また z j ∙ min の並び順も図 
3.13 の Pj の結果と等しいことが確認できる．

　一方で失敗抑制に効果のあるパラメタについ

ては検出されておらず，また z j ∙ の並び順も

含めて図 3.13 の Qj と一致した結果となってい

る．以上のことから正規分布近似を用いても，

3. 2 節の正確な検定結果と同等の結果が得られ

ていることが確認できる．

　ただし近似である以上，近似誤差は存在する

ため，その大きさについて次に考察する．

This document is provided by JAXA.



宇宙航空研究開発機構研究開発報告　JAXA-RR-17-00432

Zα

D E C A B
-3

-2

-1

0

1

2

3
Zm

in

-Zα

B A C E D
-3

-2

-1

0

1

2

3

Zm
ax

図 4. 7　影響パラメタの検出

4. 3   正規分布近似の精度

　正確な検定と比較するために，z j∙min から正規

分布近似の累積確率 PN∙j に変換した量を算出し

て検討する．ここで誤差量 ∆P を，

 ∆Pj  = PN∙j － Pj   　( 4.22 )

とし，誤差の割合 PERR (%) を，

P � P P × 100

� P P P × 100 ( 4.23 )

と定義する．

　以下，試行回数 N，サンプリング割合 R，失

敗割合 NF / N が，近似誤差に及ぼす影響を順に

考察する．

4. 3. 1   試行回数 N の影響

　いま R(=nj / N) = 0.5，  NF / N = 0.2 とする．この

ときの近似誤差を横軸を zj∙min として表したの

が図 4.8 である．図 (a) は近似値 PN∙j と超幾何

分布による正確な値（以下，「真値」と呼ぶ）Pj

を直接比較したものである．横軸を zj∙min として

いるため，PN∙j は標準正規分布の累積確率に基

づき一意に決まる．これに対して真値 Pj は，テ

スト入力数 N，つまり母集団の大きさに依存し，

zj∙min に対して値が異なる．

　この結果から PN∙j は Pj よりもやや大きくなり，

N が大きくなるほど両者の差は小さくなること

がわかる．両者の差 ∆Pj を示したのが図 (b) で
ある．zj∙min = 1 ～ 2 において差が最も大きくな

っている．ただしこの誤差量 ∆Pj の真値 Pj に対

する割合では，図 (c) に示すように zj∙min が大き

くなると共に大きくなる．これは図 (a) に示さ

れるように zj∙min が大きくなると共に，PN∙j およ

び Pj は急激に小さくなるためである．

　ここで重要なのは，近似がパラメタ検出に及

ぼす影響である．検出の目安として設定した有

意水準 α を図中に記入した例が図 4.9 である．

PN∙j または Pj が α 以下であれば，対応するパラ

メタ j は失敗ケースに影響を及ぼすと判定され

る．α 以下となるためには，正規分布近似のほ

うが zj∙min の値が大きくなる必要があることがわ
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まり母集団の大きさに依存し，������に対して値が

異なる． 
 この結果からP���はP�よりもやや大きくなり，N
が大きくなるほど両者の差は小さくなることが

わかる．両者の差∆P�を示したのが図(b)である．

������ � �～2において差が最も大きくなっている．

ただしこの誤差量∆P�の真値P�に対する割合では，

図(c)に示すように������が大きくなると共に大き

くなる．これは図(a)に示されるように������が大

きくなると共に，P���およびP�は急激に小さくなる

ためである． 
 ここで重要なのは，近似がパラメタ検出に及ぼ

す影響である．検出の目安として設定した有意水

準αを図中に記入した例が図 ４.9 である．P���ま
たはP�がα以下であれば，対応するパラメタjは失

敗ケースに影響を及ぼすと判定される．α以下と

なるためには，正規分布近似のほうが������の値が

大きくなる必要があることがわかる．つまり正規

分布近似では，真値で求められる判定値������より

も少し大きくならないと検出されないことにな

り，やや厳しめの判定となる．言い換えれば，正

規分布近似で影響があると判定された場合，正確

な検定でも影響があると判定される． 
 判定ラインとなる確率変数z�の範囲を知るた

め，αと対応するz�の値を表 ４.2 にいくつか示す．

入力パラメタ数が 5～1000 までの範囲で，対応す

るz�値は 2～3.5 程度となる．このとき図 ４.8(c)
より，P�に対する誤差の割合は，N � ���のとき

100%付近まで増加するが，	Nの増加と共に誤差

∆P�は小さくなる様子がわかる． 
 
４. ３. ２ RおよびN� N⁄ の影響 

 次にRおよびN� N⁄ の変化によって，近似誤差が

どのような影響を受けるか確認する． 
 

(a) P�とP���の比較 (b) ∆P�の変化 (c) P�����の変化 

図 ４.8 ��の近似誤差 (� � �� �� �� �⁄ � �� �の場合) 

Z
j･min

2 2.5 3 3.5
10

-4

10-3

10-2

α

[ R=0.5,   N
F
/N=0.2 ]

N=100
N=300
N=1000
N=10000
P

N･j

図 ４.9 正規分布近似と有意水準�の関係 

M 
ﾊﾟﾗﾒﾀ数 

α 
有意水準 

�� 
 

5 0.02 2.05 
10 0.01 2.32 
50 0.002 2.88 

100 0.001 3.09 
500 0.0005 3.29 
1000 0.0001 3.54 

表 ４.2 �と標準正規分布の確率変数� 

図 4. 8　Pj の近似誤差　(R=0.5,NF ⁄ N=0.2 の場合 )
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かる．つまり正規分布近似では，真値で求めら

れる判定値 z j∙min よりも少し大きくならないと検

出されないことになり，やや厳しめの判定とな

る．言い換えれば，正規分布近似で影響がある

と判定された場合，正確な検定でも影響がある

と判定される．

　判定ラインとなる zα の範囲を知るため，αと
対応する zα の値を表 4.2 にいくつか示す．入

力パラメタ数が 5 ～ 1000 までの範囲で，対応

する zα 値は 2 ～ 3.5 程度となる．このとき図 
4.8(c) より，Pj に対する誤差の割合は，N=100
のとき 100% 付近まで増加するが， N の増加と

共に誤差 ∆Pj は小さくなる様子がわかる．

Z
j･min

2 2.5 3 3.5
10
-4

10
-3

10
-2

α

[ R=0.5,   N F/N=0.2 ]

  N=100

  N=300

  N=1000

  N=10000

  PN ･j

図 4. 9　正規分布近似と有意水準αの関係

表 4. 2　αと標準正規分布の確率変数 Z

M
パラメタ数

α
有意水準

5 0.02 2.05
10 0.01 2.32
50 0.002 2.88

100 0.001 3.09
500 0.0005 3.29
1000 0.0001 3.54

4. 3. 2   R および NF ⁄N の影響

　次に R および NF / N の変化によって，近似誤

差がどのような影響を受けるか確認する．

［R の影響］

　NF / N = 0.2 に固定し，R = 0.5 ～ 0.8 まで変化

させたときの結果を図 4.10 に示す． R をある

固定値としたとき，各行が図 4.8 に対応する結

果を表す．左列は Pj を表すが，R が 0.5 から増

加すると共に，近似値と真値の差は大きくなっ

ていく様子がわかる．

　ここで真値の N=100 のケースでは，z j∙min の

最大値が R の増加と共に小さくなっている．こ

れは先に真値の検出能力について考察したよう

に，R を大きくしていくと特に N が小さいケー

スでは Pj の最小値があまり小さくならず，主要

パラメタを検出できなくなる可能性があること

に対応している．Pj の最小値があまり小さくな

らないとき， z j∙min もあまり大きい値はとれない．

このとき同様に，正規分布近似においても主要

パラメタの検出は困難となる．

　第 2 列の ∆Pj の大きさを確認すると，R = 0.5
のときは正の値となり，PN∙j が Pj よりも大きく

なっている．ところが R を大きくしていくと，

z j∙min = 1 付近を境にそれ以下の領域で PN∙j のほう

が小さくなる．ただしこの領域は影響パラメタ

の判定には殆ど無関係であるため，主要な部分

では PN∙j が Pj よりも大きいと考えて差し支えな

い．

　第 3 列の PERR∙j の大きさを確認すると，R を増

やしていくと，特に z j∙min が大きな領域で近似誤

差が増大することがわかる．例えば R=0.8 とす

れば，N = 1000 であっても z j∙min = 3.5 付近では真

値の 2 倍程度となることがわかる．つまり正規

分布近似を用いる場合には，R を増やすほど近

似誤差が増大し，かなり厳しめの判定になって

いくことになる．

［NF / N の影響］

　最後に失敗割合 NF / N の影響を確認する．

R = 0.5 に固定した状態で NF / N を 0.05 ～ 0.5 ま

で変化させた場合の近似誤差の変化を図 4.11 に

示す．この結果より，NF / N = 0.5 のときが最も

近似誤差が小さく，NF / N が小さくなるにつれ

て誤差は大きくなっていくことがわかる．つま

り相対的な失敗のサンプル数が少なくなるほど，

近似誤差は拡大する．
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　また ∆Pj の結果から，値はほぼ正規分布近似

PN∙j のほうが大きいことがわかる．これは R を変

化させた場合の図 4.10 の結果と同様であり，正

規分布近似のほうが厳しめの判定となる．

　誤差の相対的な大きさである PERR∙j について

は，  NF / N が 0.05 まで低下すると N = 300 程度以

下のとき急激に悪化することがわかる．一方で

母集団が N = 1000 以上であれば悪化の程度はか

なり抑えられている．

 35

［Rの影響］ 
 N� N⁄ � 0.�に固定し，R � 0.�～0.8まで変化さ

せたときの結果を図 ４.10 に示す．	Rをある固定

値としたとき，各行が図 ４.8 に対応する結果を

表す．左列はP�を表すが，Rが 0.5 から増加すると

共に，近似値と真値の差は大きくなっていく様子

がわかる． 
 ここで真値のN � �00のケースでは，������の最

大値がRの増加と共に小さくなっている．これは

先に真値の検出能力について考察したように，R
を大きくしていくと特にNが小さいケースではP�
の最小値があまり小さくならず，主要パラメタを

[ 
R

=
0
.5

 ]
[ 

R
=
0
.6

 ]
[ 

R
=
0
.7

 ]
[ 

R
=
0
.8

 ]

図 ４.10 �を変化させた場合の����の近似誤差 図 4. 10　R を変化させた場合の PN∙j の近似誤差
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［まとめ］

　R および NF / N の変化が近似誤差に及ぼす影

響をまとめる．R は解析者が任意に設定できる

パラメタであり，NF / N が小さいときに検出能力

の不足を補うため 0.5 から増加させることで，あ

る程度は検出力の改善が期待できる．その一方

で近似誤差は増大する．また R が大きく NF / N
が小さくなるときに，近似誤差は悪化する．こ

のため R を大きくしても NF / N の改善があまり

見られない場合には， N を増やすことを検討する

必要がある．

 37
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図 ４.11 失敗割合(�� �⁄ )を変化させた場合の����の近似誤差 図 4. 11　失敗割合 (NF ⁄ N) を変化させた場合の PN∙j の近似誤差
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4. 3. 3   失敗抑制効果

　最後に失敗抑制効果に関する，QN∙j の近似

誤差についても確認しておく．PN∙j における

図 4.10，図 4.11 に対応する図を，それぞれ

図 4.12，図 4.13 に示す．QN∙j は分布の左裾の面積

を表すため，横軸zj∙ の範囲を－4～0としている．

N が大きいほど近似誤差が小さくなるのは，PN∙j と

同様である．以下では，R および NF /N を変化させ

た場合の，近似誤差への影響を確認する．

［R の影響］

　図 4.12 の第 1 ～ 4 行に，NF /N=0.2 に固定した

状態で R=0.5 ～ 0.8 に変化させた場合の近似誤差

を示す．対応する PN∙j の図 4.10 と比較すると，近

似誤差は全体的にかなり小さく抑えられている．

判定の目安となる zα の値は－ 2 ～－ 3.5 程度である
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４. ３. ３ 失敗抑制効果 

 最後に失敗抑制効果に関する，Q���の近似誤差

についても確認しておく．P���における図 ４.10，
図 ４.11 に対応する図を，それぞれ図 ４.12，図 
４.13 に示す．Q���は分布の左裾の面積を表すため，

横軸z�����の範囲を-4～0 としている．Nが大きい

ほど近似誤差が小さくなるのは，P���と同様である．

以下では，RおよびN� N⁄ を変化させた場合の，近

似誤差への影響を確認する． 
 
［Rの影響］ 
 図 ４.12 の第 1～4 行に，N� N⁄ � 0.�に固定し

た状態でR � 0.�～0.8に変化させた場合の近似誤

差を示す．対応するP���の図 ４.10と比較すると，

図 ４.12 ��を変化させた場合の，����の近似誤差 
図 4. 12　R を変化させた場合の，QN∙j の近似誤差
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４. ３. ３ 失敗抑制効果 

 最後に失敗抑制効果に関する，Q���の近似誤差

についても確認しておく．P���における図 ４.10，
図 ４.11 に対応する図を，それぞれ図 ４.12，図 
４.13 に示す．Q���は分布の左裾の面積を表すため，

横軸z�����の範囲を-4～0 としている．Nが大きい

ほど近似誤差が小さくなるのは，P���と同様である．

以下では，RおよびN� N⁄ を変化させた場合の，近

似誤差への影響を確認する． 
 
［Rの影響］ 
 図 ４.12 の第 1～4 行に，N� N⁄ � 0.�に固定し

た状態でR � 0.�～0.8に変化させた場合の近似誤

差を示す．対応するP���の図 ４.10と比較すると，

図 ４.12 ��を変化させた場合の，����の近似誤差 

が，この範囲において QN∙j は，R=0.5 では真値よ

りも大きくなっており，PN∙j と同様の傾向である．

一方で，R=0.7, 0.8 では逆に真値よりも小さくなっ

ており，真値のほうが厳しい判定となることがわ

かる．ただしいずれのケースにおいても近似誤差

は小さく，PN∙j による影響パラメタの検出に問題な

いレベルであれば，QN∙j による失敗ケース抑制パ

ラメタの検出も問題ない程度といえる．

［NF /N の影響］

　R=0.5 に固定した状態で，NF /N=0.05 ～ 0.5 に

変化させたときの近似誤差を図 4.13 に示す．対応

する PN∙j の図 4.11 と比較すると，全体的には似た

傾向である．ただし近似誤差は QN∙j のほうがやや

小さくなっていることが確認できる． 
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近似誤差は全体的にかなり小さく抑えられてい

る．判定の目安となるz�の値は-2～-3.5 程度であ

るが，この範囲においてQ���は，� � 0.5では真値

よりも大きくなっており，P���と同様の傾向である．

一方で，� � 0.�� 0.�では逆に真値よりも小さくな

っており，真値のほうが厳しい判定となることが

わかる．ただしいずれのケースにおいても近似誤

差は小さく，P���による影響パラメタの検出に問題

ないレベルであれば，Q���による失敗ケース抑制

パラメタの検出も問題ない程度といえる． 
 
［N� N⁄ の影響］ 
 � � 0.5に固定した状態で，N� N⁄ � 0.05～0.5に
変化させたときの近似誤差を図 ４.13 に示す．対
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図 ４.13 失敗割合(�� �⁄ )を変化させた場合の，����の近似誤差 
図 4. 13　失敗割合 (NF ⁄ N) を変化させた場合の，QN∙j の近似誤差
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5　 適用例

　実際の開発における MC 評価の例として小

型自動着陸実験 (ALFLEX)21)-23) を取り上げ，本

稿で述べた主要パラメタの検出法を適用する．

ALFLEX は 1996 年にオーストラリア・ウーメラ

飛行場にて実施された．これは将来の宇宙往還

機のための自動着陸技術を確立することを目的

とした実験であった．飛行前に MC 評価を実施

し，設計の確認を行っている 22)．以下では初めに

ALFLEX の実験概要について述べ，次にこのシ

ステムで設定した不確定パラメタと評価基準を

示す．この条件で実施した MC 評価に対し，主

要パラメタの検出法を適用する．評価基準を満

たさなかったケースを対象として，その主因と

なる不確定パラメタを検出した例を示す．

5. 1   小型自動着陸実験 (ALFLEX)

　小型自動着陸実験の概要を図 5.1 に示す．ま

ずヘリコプタにより懸吊装置を介して一本のワ

イヤで吊された状態で，実験機は飛行する．こ

の状態を懸吊飛行と呼ぶ．次に，懸吊飛行状態

で滑走路手前 2682m，高度 1500m において実

験機は分離される．実験機の分離後，誘導制御

ロジックに従って舵面が操舵され，滑走路に自

動着陸する． 図 5.2(a) は懸吊装置から一本のワ

イヤで吊されて飛行する実験機，図 5.2(b) はフ

リーフライト中の実験機である．自動着陸実験

は合計 13 回実施され，全て自動着陸に成功し

ている．図 5.3 に ALFLEX 実験機の 3 面図と主

要諸元を示す．飛行シミュレーションでは，実

験機の分離から接地までの飛行を模擬し，飛行

中の安定性と接地状態量を評価基準として設定

した．

　また飛行前の設計評価において考慮した不確

定パラメタを表 5.1 に示す．これらの値は文献

3) に掲載されているものである．各パラメタの

変動範囲を 3σ相当値として示している．基本

的には0を中心とした正規分布を仮定しており，

表中の「3σ相当値」はその正規分布の 3σ値を

表す．一様分布を仮定したパラメタについては，

分布の欄に「一様」と記した．一様分布の下限

値と上限値は± 3σ相当値としたが，0 を中心

として対称な範囲でないものについては［下限

値， 上限値］のように記した．定常風の範囲は

[0, 1] とあるが，”0”は無風，”1”は設定風速最

大を表す．定常風の風速は，無風から設定最大

風速までの間で一様分布とした．また連続突風

については，常に設定範囲の最大であるとして

滑走路
2,682m

1,500m

分離！

X (m)

平衡滑空

30゜

懸吊装置

実験機

ヘリコプタ

プリ・フレア

ファイナルフレア

図 5. 1　小型自動着陸実験 (ALFLEX)
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 (b) フリーフライト (a) 懸吊飛行 

図 5. 2　ALFLEX 実験機

図 5. 3　ALFLEX 実験機の 3 面図と主要諸元

評価した．定常風及び連続突風については，文

献 21) の風モデルを用いている．

　表 5.1(a) ～ (c) の不確定パラメタについては，

各回のシミュレーション開始時にそれぞれ 1 つ

の値をランダムに発生させ，実験機分離から接

地までの 1 回のシミュレーション飛行中は，値

を固定した．

　これに対して表 5.1(d) に示すパラメタは飛行

中に時系列的に変動するランダム誤差であるた

め，各シミュレーション開始時にそれぞれ乱数

の種となる数値を与え，1 回の飛行シミュレー

ション中には設定した分布に従って，サンプリ

ング周期毎に乱数を発生させている．

主要諸元 
質量 796 kg 
全長 6.105 m 
全幅 3.785 m 
全高 1.147 m 
翼面積 9.45 m2 
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表 ５.1(a) 不確定パラメタ： 機体モデル誤差 

No. 変数名  3σ相当値 (単位) 分布 

   

［空力モデル］ 

   

[1] 空力係数 CL 0.0216   

[2]  CD 0.0069   

[3]  CY  0.0056   

[4]  Cl  0.0042   

[5]  Cn  0.0009   

[6] 静的空力微係数 CY∙β 0.00194 (1/deg)  

[7]  Cl∙β 0.0006 (1/deg)  

[8]  Cn∙β 0.004 (1/deg)  

[9] 動的空力微係数 Cm∙q 100 (%)  

[10]  Cl∙p 100 (%)  

[11]  Cn∙r 150 (%)  

[12]  Cl∙r 150 (%)  

[13]  Cn∙p 150 (%)  

[14] 舵効き CL∙δe 0.003141 (1/deg)  

[15]  CY∙δa 0.00183 (1/deg)  

[16]  Cl∙δa 0.00039 (1/deg)  

[17]  Cn∙δa 0.00024 (1/deg)  

[18]  CY∙δr 0.000183 (1/deg)  

[19]  Cl∙δr 0.00029 (1/deg)  

[20]  Cn∙δr 0.00042 (1/deg)  

[21]  CL∙δsb 20  (%)  

[22]  CD∙δsb 20 (%)  

[23]  Cm∙δsb 20 (%)  

[24] 地面効果 CG.E. 100 (%)  

   

［慣性特性］ 

   

[25] 質量 m 24 (kg)  

[26] 慣性特性 IXX 100 (kg･m2)  

[27]  IYY 200 (kg･m2)  

[28]  IZZ 200 (kg･m2)  

[29]  IXZ 50 (kg･m2)  

   

[ｱｸﾁｭｴｰﾀ特性] 

   

[30] エレボン 固有振動数 23 (%)  

[31]  減衰係数 14 (%)  

[32]  レートリミット [-20, 0] (%) 一様 

[33] ラダー 固有振動数 23 (%)  

[34]  減衰係数 14 (%)  

[35]  レートリミット [-20,0] (%) 一様 

[36] スピードブレーキ 固有振動数 23 (%)  

[37]  減衰係数 14 (%)  

[38]  レートリミット [-20, 0] (%) 一様 

 
  

(相関 0.8) 
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表 ５.1(b) 不確定パラメタ： 環境条件の変動 

 
No. 変数名  3σ相当値 (単位) 分布 

   

［環境条件］ 

   

[1]  海面上温度 10 (℃) 一様 

[2]  海面上気圧 20 (hPa) 一様 

[3]  重力加速度 0.015 (m/s2)  

[4] 風モデル 定常風 強さ [0, 1] (m/s) 一様 

[5]  定常風 風向 [0, 360] (deg) 一様 

  

 

 

［分離状態］ 

 

 

 

 

 

[6] 角速度 P 0.0728 (rad/s)  

[7]  Q 0.0445 (rad/s)  

[8]  R 0.1896 (rad/s)  

[9] 姿勢角 Φ 0.1852 (rad)  

[10]  Θ 0.020 (rad)  

[11]  Ψ 0.2019 (rad)  

[12] 速度 U 3.78 (m/s)  

[13]  V 2.51 (m/s)  

[14]  W 2.89 (m/s)  

[15] 位置 X 100 (m) 一様 

[16]  Y 100 (m) 一様 

[17]  Z 50 (m) 一様 

 
 
 
  

_

_
_

表 5. 1(a)　不確定パラメタ：  機体モデル誤差
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表 ５.1(b) 不確定パラメタ： 環境条件の変動 

 
No. 変数名  3σ相当値 (単位) 分布 

   

［環境条件］ 

   

[1]  海面上温度 10 (℃) 一様 

[2]  海面上気圧 20 (hPa) 一様 

[3]  重力加速度 0.015 (m/s2)  

[4] 風モデル 定常風 強さ [0, 1] (m/s) 一様 

[5]  定常風 風向 [0, 360] (deg) 一様 

  

 

 

［分離状態］ 

 

 

 

 

 

[6] 角速度 P 0.0728 (rad/s)  

[7]  Q 0.0445 (rad/s)  

[8]  R 0.1896 (rad/s)  

[9] 姿勢角 Φ 0.1852 (rad)  

[10]  Θ 0.020 (rad)  

[11]  Ψ 0.2019 (rad)  

[12] 速度 U 3.78 (m/s)  

[13]  V 2.51 (m/s)  

[14]  W 2.89 (m/s)  

[15] 位置 X 100 (m) 一様 

[16]  Y 100 (m) 一様 

[17]  Z 50 (m) 一様 

 
 
 
  

_

_
_

表 5. 1(b)　不確定パラメタ：環境条件の変動
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表 ５.1(c) 不確定パラメタ： センサ出力誤差 

 
No. 変数名  3σ相当値 (単位) 分布 

   

［IMU］ 

   

[1] 加速度 AX ﾊﾞｲｱｽ 150 (μG)  

[2]  AY ﾊﾞｲｱｽ 150 (μG)  

[3]  AZ ﾊﾞｲｱｽ 150 (μG)  

[4]  AX ｽｹｰﾙﾌｧｸﾀ 241 (ppm)  

[5]  AY ｽｹｰﾙﾌｧｸﾀ 241 (ppm)  

[6]  AZ ｽｹｰﾙﾌｧｸﾀ 241 (ppm)  

[7] 角速度 P ﾊﾞｲｱｽ 0.075 (deg/hr)  

[8]  Q ﾊﾞｲｱｽ 0.075 (deg/hr)  

[9]  R ﾊﾞｲｱｽ 0.075 (deg/hr)  

[10]  P ｽｹｰﾙﾌｧｸﾀ 40 (ppm)  

[11]  Q ｽｹｰﾙﾌｧｸﾀ 40 (ppm)  

[12]  R ｽｹｰﾙﾌｧｸﾀ 40 (ppm)  

[13] 姿勢角 Φ ﾊﾞｲｱｽ誤差 0.153 (deg)  

[14]  Θ ﾊﾞｲｱｽ誤差 0.153 (deg)  

[15]  Ψ ﾊﾞｲｱｽ誤差 0.723 (deg)  

[16]  むだ時間 [-12.5, 0] (msec) 一様 

   

［MLS］ 

   

[17] 方位 方位ﾊﾞｲｱｽ 2.22  (mrad)  

[18]  方位ｽｹｰﾙﾌｧｸﾀ 5.99E-5 (mrad/m)  

[19] 仰角 仰角ﾊﾞｲｱｽ 2.24 (mrad)  

[20]  仰角ｽｹｰﾙﾌｧｸﾀ 6.04E-5  (mrad/m)  

[21]  むだ時間 [-46.5, 0] (msec) 一様 

   

［電波高度計］ 

   

[22]  ﾊﾞｲｱｽ誤差 0.6  (m)  

[23]  ｽｹｰﾙﾌｧｸﾀ誤差 0.031  (%)  

   

［ADS］ 

   

[24] 等価対気速度(VEAS) ﾊﾞｲｱｽ 2 (m/s)  

[25] 横滑り角(β) ﾊﾞｲｱｽ 0.9 (deg)  

[26]  ｽｹｰﾙﾌｧｸﾀ 5 (%)  

[27]  ﾘﾐｯﾀ [-30, 0] (%) 一様 

   

［分離時航法］ 

   

[28] GPS 航法 XNAV  25 (m)  

[29]  YNAV  25 (m)  

[30]  ZNAV  25 (m)  

[31]  ẊNAV  0.5 (m/s)  

[32]  ẎNAV  0.5 (m/s)  

[33]  ŻNAV  0.5 (m/s)  

 
  

_
_
_

_
_
_

 
No. 変数名  3σ相当値 (単位) 

   

［IMU］ 

  

[1] 加速度 Ax 0.4 (G) 
[2]  Ay 0.4 (G) 
[3]  Az 0.4 (G) 
[4] 角速度 P 0.66 (deg/s) 
[5]  Q 0.66 (deg/s) 
[6]  R 0.66 (deg/s) 
   

［MLS］ 

  

[7] 方位角 AZ 2.16 (mrad) 
[8]  AZ 距離依存分 5.83E-05 (mrad/m) 
[9] 仰角 EL 2.5 (mrad) 
[10]  EL 距離依存分 6.76 (mrad/m) 
   

［電波高度計］ 

  

[11]  H 0.4 (m) 
   

［連続突風］ 

  

[12]  W  (最大 29)) (m/s) 

_
_

_

表 5. 1(c)　不確定パラメタ：センサ出力誤差
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No. 変数名  3σ相当値 (単位) 

   

［IMU］ 

  

[1] 加速度 Ax 0.4 (G) 
[2]  Ay 0.4 (G) 
[3]  Az 0.4 (G) 
[4] 角速度 P 0.66 (deg/s) 
[5]  Q 0.66 (deg/s) 
[6]  R 0.66 (deg/s) 
   

［MLS］ 

  

[7] 方位角 AZ 2.16 (mrad) 
[8]  AZ 距離依存分 5.83E-05 (mrad/m) 
[9] 仰角 EL 2.5 (mrad) 
[10]  EL 距離依存分 6.76 (mrad/m) 
   

［電波高度計］ 

  

[11]  H 0.4 (m) 
   

［連続突風］ 

  

[12]  W  (最大 29)) (m/s) 

_
_

_
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表 ５.1(d) 不確定パラメタ： ランダム誤差 

 
No. 変数名  3σ相当値 (単位) 

   

［IMU］ 

  

[1] 加速度 Ax 0.4 (G) 
[2]  Ay 0.4 (G) 
[3]  Az 0.4 (G) 
[4] 角速度 P 0.66 (deg/s) 
[5]  Q 0.66 (deg/s) 
[6]  R 0.66 (deg/s) 
   

［MLS］ 

  

[7] 方位角 AZ 2.16 (mrad) 
[8]  AZ 距離依存分 5.83E-05 (mrad/m) 
[9] 仰角 EL 2.5 (mrad) 
[10]  EL 距離依存分 6.76 (mrad/m) 
   

［電波高度計］ 

  

[11]  H 0.4 (m) 
   

［連続突風］ 

  

[12]  W𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 (最大 29)) (m/s) 
 
 
 
 
 
 

表 ５.2 ALFLEX 評価基準 

 接地時パラメタ 許容範囲 単位 

縦運動 X位置 0 ≤ X ≤ 1000 (m) 

 沈下率 Ż ≤ 3.0 (m/s) 
 対地速度 V𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 ≤ 62.0 (m/s) 
 ピッチ角 Θ ≤ 23.0 (deg) 
横運動 Y位置 |Y| ≤ 18.0 (m) 
 ロール角 |Φ| ≤ 10.0 (deg) 
 対地横滑り角 �β𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔� ≤ 8.0 (deg) 

 
 
  

表 5. 1(d)　不確定パラメタ：ランダム誤差

表 5. 2　ALFLEX 評価基準
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5. 2   MC 評価

　MC 評価結果を示す．初めに ALFLEX での評価

基準を，次に MC 評価結果を示す．ALFLEX にお

ける被評価パラメタは接地時状態量として定義

される．それらの接地時状態量と許容範囲を表

5.2 に示す．この条件は接地まで飛行が可能であ

ることを前提としているが，これとは別に飛行

中に不安定運動が発生して接地にまでに至らな

いことも評価基準に含む．全ての評価基準を満

たす場合に “成功”，1 項目でも基準を満たせな

ければ“失敗”とカウントして，ミッション達

成確率を算出した．

　一般に実験可能となるような確率は，90 数 %
以上の大きな値となる．ここで 1 からミッショ

ン達成確率を差し引くと失敗確率となる．失敗

確率で表せば有効数字の桁数が小さくなり数値

的取扱いが便利であること，及び本稿の主題で

あるパラメタ検出では失敗ケースに着目する必

要があることから，以下では失敗ケースとその

確率を評価の対象として記述する．

　1000 回の MC 評価を実行した結果，接地基準

を満足できなかったケース数（失敗数）を表 5.3
に示す．1000 回の全ケースで接地まで到達して

おり，飛行中に不安定となるケースはなかった．

接地状態では，沈下率の基準を満たせなかった

ケースが最も多く 13 ケース，対地速度基準を超

えたケースが 3 ケース，接地時の X 位置が滑走

路手前となったケースが 1 ケース発生した．い

ずれも縦運動に関係するパラメタである．これ

らの単純合計は 17 であるが，複数の評価基準を

満たさないケースが存在するため，全失敗数は

16 ケースであった．つまりこの例のサンプルの

失敗確率は，16/1000=1.6% である．

　1000 回の接地状態のばらつきを示したのが図

5.4 である．接地位置 X，Y と接地速度 Vgrd，Ż の
1000 回のばらつきを表す．赤線で評価基準を示

しており，表 5.3 に示す結果と対応しているこ

とが確認できる．この結果を対象として，本稿

で述べたパラメタ検出法を適用し，失敗ケース

に大きな影響を及ぼす不確定パラメタの検出を

試みる．

表 5. 3　1000 回の MC 評価結果

図 5. 4　MC 結果：接地状態のばらつき

評価量

安定性 0
X 位置 1
沈下率 13
対地速度 3
ピッチ角 0
Y 位置 0
ロール角 0
対地横滑り角 0

全失敗数 16

失敗数 
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5. 3   主要パラメタの検出

　表 5.3 に示す MC 結果において，評価基準を

超過した回数が最も多いのが接地時沈下率であ

り，1000 回の試行のうち 13 回で超過している．

よってこのケースを取り上げ，基準超過に強い

影響を及ぼしている不確定パラメタの検出を試

みる．接地時沈下率基準を超過したケースを，

以下では「失敗ケース」と表記する．

　失敗ケースは 13 ケースあるため，まず始め

に全失敗ケースに対して最も影響の大きなパラ

メタを検出した例を示す．13 回の失敗ケースの

中には，検出されたパラメタが影響していない

ケースも現れた．このため，次にその特定の失

敗ケースを取り上げ，当該ケースを対象とした

影響パラメタの検出例を示す．

5. 3. 1   全失敗ケース対象

　対象となる 13 ケースに用いた不確定バラメ

タベクトルを利用して，テスト入力を生成した．

1000 個のテスト入力を生成して MC 評価を実行

した結果，77 回の失敗ケースが得られた．この

ときのパラメタ検出結果を表 5.4 に示す．

　Pj 値の小さな順に 5 つの不確定パラメタを示

したが，ここで式 (3.9) より算出される有意水

準 α よりもはるかに小さな Pj 値となった加速度

センサ出力ランダム誤差“Ax”及び“Az”が，

影響の大きな不確定パラメタとして検出され

た．一方 3～5 番目には，“CYδr空力誤差”，セン

サ出力である“Θバイアス誤差”，“MLS むだ時間”

が検出されているが，これらの Pj 値は α よりも

大きい値であることに加え，1～2 番目のパラメ

タの Pj 値よりも格段に大きな値である．このた

め，3 番目以下のパラメタについては失敗ケー

スに大きく寄与するとは判定し難い．テスト入

力生成時に用いる乱数を変更すれば，3～5 番目

には別のパラメタが出現する可能性もある．

　テスト入力生成時に各不確定パラメタは R=0.5
の割合でサンプリングしたため，nj ≈ 500 となっ

ていることが確認できる．失敗ケースに大きく

影響する Ax と Az の 2 つのパラメタは，全 77
回の超過ケースのうちそれぞれ 74 回，68 回

(=nF∙j) に関わっている．このときの Pj 値はそれ

ぞれ 1.15×10 －20，4.63×10 －13 となっており，

帰無仮説「どの不確定パラメタも沈下率基準の

超過に無関係である」のもとでは現実的に起こ

りえないほどの微小な確率となっていることが

わかる．また設定した有意水準以下であること

はもちろん，他の不確定パラメタの Pj 値と比べ

ても圧倒的に小さな値である．このことから検

出された 2 つのランダム誤差は共に，沈下率基

準超過に大きく影響していることは確実といえ

る．

　また表 5.4 では参考値として正規分布近似を

用いた場合の PN∙j 値を示した．値自体は Pj とは

やや異なるものの，PN∙j 値の順序および検出さ

れるパラメタと他のパラメタとの PN∙j 値の各段

の違いは Pj 値と同様であり，正規分布近似によ

っても同じパラメタが検出できていることが確

認できる．

　次に，検出された 2 つのランダム誤差が，沈

下率基準にどの程度影響を及ぼしているか確認

した．確認方法は，検出された 2 つのパラメ

表 5. 4　全 13 ケースのパラメタ検出結果

N = 1000 NF = 77 正規分布近似（参考）

No. 不確定ﾊﾟﾗﾒﾀ Pj nj nF∙j z ∙ PN ∙j

1 Ax 1.15×10-20 493 74 8.43 1.76×10-17

2 Az 4.63×10-13 507 68 6.75
3 CYδr空力誤差 2.92×10-3 506 51 2.74 3.11×10-3

4 Θﾊﾞｲｱｽ誤差 4.89×10-3 489 49 2.57 5.05×10-3

5 MLS むだ時間 6.94×10-3 509 50 2.44 7.26×10-3

有意水準 α = 9.26 × 10−4

7.43 10-12

パラメタ

バイアス誤差

ランダム誤差

ランダム誤差
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タの一方または双方をノミナル値に戻し，それ

以外の条件は表 5.3 の結果を得たときと全く同

じ入力として MC 評価を実行して結果を比較し

た．MC 評価結果を表 5.5 に示す．ランダム誤

差の“Ax”または“Az”をノミナルに戻すこと

は，これらのセンサ誤差は無いことを意味する

ため，表中には“削除”と表記した．

　この結果を元の MC 評価結果である表 5.3 と

比較すると，「Ax だけ削除」,「Az だけ削除」, 
「双方削除」によって，13 回発生していた沈下

率基準の超過はそれぞれ 2 回，7 回，1 回に減

少している．つまり Ax 誤差は 13－2 = 11 回のケ

ースについて，失敗ケースを発生させるのに不

可欠な要因であるといえる．同様に Az 誤差は

13－7 = 6 回のケースについて不可欠な要因とい

える．この 2 つの誤差の影響を考えた場合，Ax
誤差のほうがより大きな影響を及ぼしていると

いう結果である．このことは，表 5.4 の Pj 値に

おいて，Ax 誤差のほうが Az 誤差のそれよりも

かなり小さな値となっており，検出結果とも整

合する．

　さらに“Ax”,“ Az”誤差を同時に削除した場合，

失敗ケースは 1 ケースにまで減少している．つ

まり 13 ケース中 12 ケースまでは Ax または Az
誤差が影響していたことを示す．一方で Ax と

Az 誤差を同時に削除してもなお，1 ケースだけ

は失敗のままである．この 1 ケースはシミュレ

ーションの ID 番号 969 であったため，以下こ

のケースを ID.969 と表記する．ID.969 ケース

については“Ax”と“Az”のランダム誤差以

外のパラメタが影響しているため，次にこの失

敗ケースに影響するパラメタの検出を試みる． 

表 5. 5　検出パラメタの影響確認結果

評価量 Ax 
削除 

Az 
削除 

双方 
削除 

安定性 0 0 0 
X 位置 0 0 0 
沈下率 2 7 1 
対地速度 0 0 0 
ピッチ角 0 0 0 
Y 位置 0 0 0 
ロール角 0 0 0 
対地横滑り角 0 0 0 

全失敗数 2 7 1 

5. 3. 2   特定ケース対象

　テスト入力生成において ID.969 ケースの入力

とした不確定パラメタ・ベクトルのみを用いた．

このようにして，パラメタ検出を実行した結果

が表 5.6 である．

　MC 試行回数を 1000 として，このうち失敗ケ

ースが 66 回現れた．ここで影響が大きいパラ

メタとして検出されたのは，分離時の“速度 U”，
“X 位置”，“Z 位置”と定常風強さの 4 つのパラ

メタであり，いずれも全 66 回の失敗ケースに

関与している．この結果 Pj 値も他のパラメタと

比べ桁違いの小ささとなっており，ゆえにこの

4 パラメタはいずれも失敗ケースに強く影響し

ていると考えられる．

　これら 4 つのパラメタはどのようなものか確

認しておく．ID.969 ケースにて加えられた 4 つ

の不確定パラメタの大きさを表 5.7 に示す．表

N � 1000 NF � 66 正規分布近似（参考）

No. 不確定ﾊﾟﾗﾒﾀ Pj nj nF∙j z ∙ PN ∙j

1 分離速度 3.60×10-23 475 66 8.71 1.58×10-18

2 分離 位置 6.34×10-21 511 66 8.09 2.94×10-16

3 分離 位置 9.58×10-21 514 66 8.04 4.40×10-16

4 定常風強さ 1.41×10-19 534 66 7.72 5.76×10-15

5 CY 誤差 1.48×10-3 499 45 2.94 1.62×10-3

有意水準 α � 9.26 × 10−4

表 5. 6　不確定パラメタの検出結果 (ID.969)
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中の「標準化量」は，入力として設定した分布

に対する相対的な大きさを示すものである．正

規乱数は標準偏差σに対する倍率，一様乱数は

[－3, +3]（3σ相当値）を変動の上下限とした場

合の相対的な値を示す．これは正規乱数，一様

乱数ともに± 3σ相当値を現実的な上下限と考

えた表現である．ただし風速については [0,1]
を上下限としてある．この「標準化量」により，

設定した変動範囲の中でどの程度の値となって

いるか確認できる．3 つの分離状態の不確定パ

ラメタはいずれも絶対値で2以上となっており，

ノミナル状態0からの変動はそれなりに大きい．

また風速についても，設定した最大風速の 8～
9 割の値であり，かなり向風が強い状態を表す．

実際の物理量は表に示すとおりである．以上よ

り，4 つのパラメタはいずれも設定範囲の中で

大きめの値となっていることが確認できる．

　次にこれらのパラメタが失敗ケースに影響す

ることを，シミュレーションにより確認する．

まず ID.969 ケースの飛行の様子を確認するた

め，飛行履歴を確認した．次に各パラメタの個

別の影響を確認するため，ID.969 に加えた全パ

ラメタから 1 つずつ削除して（ノミナルに戻し

て），飛行状態の変化を確認した．

　これらの飛行履歴を図 5.5 に示す．横軸，縦

軸はそれぞれ X 位置，高度 (－Z) であるが，赤

線で表した ID.969 ケースでは分離直後に大きく

降下し，その後基準軌道に沿った飛行ができて

いない．これに対して各パラメタを 1 つずつノ

ミナル状態に戻した他のケースでは，初期状態

は異なるものの，いずれもノミナル飛行と同様

に基準軌道に沿った飛行が実現できていること

がわかる．

　これで飛行の軌道は確認できたが，問題は表

5.2 に示す接地時の評価基準を満たす飛行とな

っているかどうかである．ここで表 5.6 にて検

出されたパラメタからも明らかなように，縦運

動の変動が問題であり，実際にシミュレーショ

ン結果を確認しても横運動に関する評価量には

全く問題はなかった．よって縦運動に関する接

地状態を示したのが図 5.6 である．図中の赤で

示す一点鎖線は，表 5.2 に示す評価基準の制限

表 5. 7　検出された各パラメタの大きさ

No 不確定ﾊﾟﾗﾒﾀ 標準化量 (乱数) 物理量 (変動範囲) 説明

1 分離速度U 2.08 (正規) 2.62 (m/s) (3σ: ±3.78) ﾉﾐﾅﾙよりも速い．

2 分離X位置 2.17 (一様) 72.5 (m) (±100) ﾉﾐﾅﾙよりも前方．

3 分離Z位置 -2.00 (一様) -33.4 (m) (±50) ﾉﾐﾅﾙよりも上方．

4 定常風強さ 0.866 (一様) 高度に依存 ([0, 1]) 風向：左前方 4.6(deg)．

図 5. 5　ID.969 と比較ケースの飛行履歴

パラメタ

ノミナルよりも速い．

ノミナルよりも前方．

ノミナルよりも上方．

ノミナル
初期X位置誤差  削除
初期Z位置誤差  削除
初期U誤差  削除
風条件  削除
ID.969 Case
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図 5. 6　ID.969 と比較ケースの接地状態

値を表す．この結果，ID.969 ケースだけが接地

時の沈下率基準を大きく超過しており，それ以

外のケースでは全て基準を満たしていることが

わかる．

　以上の検討結果から，検出された 4 パラメタ

のいずれか一つだけノミナルに戻しても失敗ケ

ースは解消され，問題のない飛行が可能となる

ことがわかる．別の表現をすれば，検出された

4 つの主要パラメタのうちいずれか 3 つが存在

しても飛行基準を超過することはなく，4 つ揃

ってはじめて基準軌道に沿った飛行が困難とな

り，失敗ケースが発生することがわかった．つ

まり表 5.6 にて影響が大きいと判定された 4 パ

ラメタは全て失敗ケース発生に不可欠な要因で

あり，この 4 パラメタが組み合わさることによ

って失敗ケースが発生していることが確認でき

た．

　なお，失敗抑制効果のあるパラメタについて

も Qj を算出して調査したが，今回の例では失敗

ケースを抑制する効果があるパラメタは検出さ

れなかった．

5. 4   組み合わせの影響について

　本パラメタ検出法は，原理的には複数のパラ

メタの組合せの影響を直接分析しているもので

はない．失敗ケースのサンプルと対応する母集

団の相違に着目し，失敗ケースに対する影響の

有無を，「個別のパラメタ」についてそれぞれ

分析しているだけである．表 5.6 の結果も直接

的には，検出された個々のパラメタの影響を表

す．しかし，パラメタの組み合わせによって失

敗ケースが発生する場合には，組み合わせの中

のいずれか 1 つのパラメタが欠けても失敗ケー

スは発生しないことになる．このため失敗ケー

スを引き起こすのに必ず必要なパラメタであれ

ば，本パラメタ検出法で全て検出される．例え

ば図 2.4(a) に示したように不確定パラメタ A と

B があり，これらが組み合わさって失敗ケース

が発生するとき，どちらのパラメタが欠けても

失敗ケースは発生しない．このとき，失敗ケー

スの発生には A も B も不可欠となるため，本検

出法によって個別の影響を分析した結果，A も

B も影響があるものとして検出される．実際に

表 5.6 では失敗ケースに不可欠な 4 パラメタが

検出されており，これらの組み合わせの影響が

推測できる．

　一方で，組み合わせの影響で失敗ケースは発

生するものの，組み合わせに含まれる全てのパ

ラメタが検出されないケースも考えられる．例

えば図 2.4(b)(c) に示したように，パラメタ A
の影響は大きく，それ以外のパラメタの影響は

それほどでもないが，A 単独で失敗ケースを引

き起こすほどではない場合である．例としては，

「A と B」，「A と C」，「A と D・E」の組み合わせ

のいずれでも失敗ケースとなるとき，パラメタ

A は失敗ケース発生に不可欠であるが，その他

のパラメタは必ずしも不可欠ではない．この場

合，パラメタ A は必ず検出されるが，それ以外

の B,C,D,E などのパラメタは検出されないこと

もありうる．
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　表 5.4 の例で示したように 13 の失敗ケース

を同時に分析する場合には，これらのケース全

体で最も影響の大きなパラメタから順に小さな

Pj 値が得られ，検出されることになる．失敗を

引き起こす組み合わせは 13 の失敗ケースそれ

ぞれで異なっている可能性があり，このとき最

も多くのケースに影響するパラメタ，或いは強

い影響を及ぼすパラメタから順に検出される．

このようなときは，検出結果から組み合わせを

推測するのは容易ではない．

　影響を及ぼす組み合わせを推測しやすいのは

表 5.6 の例で示したように，特定の 1 ケースに

ついて，パラメタ検出を実行する場合である．

複数の失敗ケースが現れた場合に，全体として

最も影響の大きなパラメタを知りたいという目

的の場合には，全ケースをまとめて分析したほ

うが効率がよい．一方で，失敗ケースを発生さ

せるパラメタの組み合わせを推測することが目

的であれば，テスト入力生成に 1 つの失敗ケー

スだけを用いるのが効果的である．

6　 まとめ

　MC 評価は数値的に標本調査を行うことであ

り、多数の不確定パラメタを考慮した場合の膨

大な多変量パラメタ空間をランダムに調査し，

母集団特性を推定する手法である．標本調査

によって多数の不確定パラメタの影響を効率的

に調査できる実用的手法であるため，国内外の

様々なプロジェクトや飛行実験に利用されてき

ている．MC 評価の強力な利点の一つが非線形

システムを直接取り扱えることであり，評価手

法として優れた性質を有する．ところが一方で，

失敗ケースが発生した場合にどの不確定パラメ

タが主要因であるかを分析することは必ずしも

容易ではない．その理由は多数のパラメタがラ

ンダムな大きさの値として同時に入力されるた

めである．

　本稿ではこの課題に対し，影響パラメタ検出

の一つの手法を示した．本手法のポイントは，

1.　 失敗ケースを与える不確定パラメタ・ベク

トル要素のランダムサンプリングによるテ

スト入力の生成．

2.　 テスト入力を用いた MC 試行．

3.　 MC 試行結果の統計的検定による主要パラメ

タの検出．

　また本手法の特徴としては，

 ・　 失敗ケースのサンプルが 1 つだけでも，主

要パラメタが検出可能．

 ・　 ランダム誤差のような，統計的性質は常に

同じであっても時間履歴が異なるような不

確定パラメタに対しても有効．

 ・　 複数の失敗ケースを同時に分析することに

より，一度の分析で全体として最も影響の

あるパラメタの検出が可能．

 ・　 原理的には個々の不確定パラメタの影響を

分析しているものであるが，ある特定の（1
つの）失敗ケースを分析することによる，

影響のある組み合わせの推測可能性．

などである．

　本稿ではパラメタ検出法の原理及び分析方法

についてその詳細を述べた．本手法では超幾

何分布に基づく統計的検定を利用するが，超幾

何分布を取り扱える専用のソフトウェアがなく

ても比較的容易な計算で検出結果を得ることが

できる正規分布近似による方法についても示し

た．最後に ALFLEX 飛行実験の MC 評価を取り

上げ，本パラメタ検出法の適用例を示した．こ

こではランダム誤差も検出可能であることを示

し，また複数の不確定パラメタの組合せの影響

分析についても例示した．

　本手法により MC 評価の実用性と利便性がさら

に高まり，今後の研究開発，飛行実験，プロジェ

クトなどに活用され貢献できれば幸甚である．
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付録 A　 ソフトウェアの利用

　超幾何分布の累積確率は，既製のソフトウェ

アを用いることで容易に算出できる．ここでは

航空宇宙分野において世界的にも広く利用され

ているマスワークス社 MATLAB のオプション

”Statistics and Machine Learning Toolbox”， 統

計解析分野で広く利用されているフリーソフト

”R”，計算ばかりでなく事務用途としても

一般に利用されているマイクロソフト社の

EXCEL2016 を取り上げ，これらの機能を用いた

累積確率の算出法を紹介する．併せて，正規分

布近似によるパラメタ検出の際に必要となる，

標準正規分布の裾の面積に対応する確率変数値

の求め方についても記す．A.1 節で超幾何分布

の累積確率法を， A.2 節で正規分布の確率変数値

の導出法について記述する．

A. 1   超幾何分布の累積確率

　あらためて超幾何分布における数の関係を図

A.1 に示す．

N

NFn

図 A. 1　超幾何分布

NF 個の失敗を含む N 個の母集団から，n 個を

取り出したとき，失敗がχ個含まれている確率

p(χ) は，

  　   　  ( A. 1 )p� � �
� �

   
これは式 (3.6) に対応するものである．また実

際に得られたχの値が nF であるとき，累積確率

P と Q は次式によって与えられた．

P � p � �

� �N , n�     　 ( A. 2 )

Q � p� �

� �0, n �N N ��     　 ( A. 3 )

ここで P は nF ≤χ≤χ の確率を表す上側累積

確率，Q はχmin ≤χ≤ nF の確率を表す下側累積確

率である．式 (A. 2) は式 (3.8) に，式 (A. 3) は式

(3.11) に対応する．

［MATLAB による算出］

　超幾何分布の累積確率算出には，関数

”hygecdf”を用いる．この関数は基本的に，下

側累積確率を算出する関数となっているため，

Q は以下の入力で得られる．

Q hygecdf�n , N, N , n�
 

( A. 4 )

　式 (A. 2) に示されるように，P は失敗ケ

ースの上側累積確率を表す．このため関数

”hygecdf”の引数の最後に’upper’を加えれば

上側累積確率が算出できるが，これは (1 － Q) の
値を表し，次式に示すように P とはやや異なる

値となる．

1 Q � 1 p� �

� p� �
� �

�  p� � p�n �

� P p�n �     　 ( A. 5 )
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　つまり式 (A. 4) の引数に’upper’を加えただ

けでは，p(nF)の分だけ小さく算出されてしまう．

このため P を算出するためには，次式のように

引数を調整すればよい．

P hygecdf��n 1�, N, N , n, �

( A. 6 )

　別の方法として，成功確率の分布関数を考え，

下側累積確率としてPを算出することもできる．

この場合は式 (A. 4) における引数を，以下のよ

うに置き換えれば良い．

 
N �N N �

n �n n � ( A. 7 )
 
この置き換えを利用すれば，P は次式により下

側累積確率として求められる．

P hygecdf��n n �, N, �N N �, n�

( A. 8 )

［フリーソフト” R” による算出］

　超幾何分布の累積確率を計算するための関数

は”phyper()”である．この関数もデフォルトで，

下側累積確率を算出するものとなっている．Q
は以下の入力で得られる．

Q phyper�n , N , �N N �,n, log � FALSE�

     　 ( A. 9 )

この関数の引数は左から，「取出した中での失

敗数」，「全体の失敗数」，「全体の成功数」，「取

出し数」である．最後の”log=”は，得られる累

積確率を自然対数として出力するかどうかの指

定であり，”log=TRUE”とすれば log(Q) の値が出

力される．

　MATLAB の関数と同様の考え方で，P について

は上側累積確率として，次式で求められる．

 P ← phyper((nF － 1),NF,(N － NF ),n, 
 　　　lower.tail=FALSE,log=FALSE)

( A. 10 )

引数の”lower.tail = FALSE”が上側累積確率を計

算するための指定である．また成功確率を考え，

下側累積確率として求めるには，次式のように

指定することもできる．

 P ← phyper((n － nF),(N － NF),
 　　　  NF,n,log = FALSE)

( A. 11 )

［EXCEL による算出］

　EXCEL2016 において，Q は次式により算出で

きる．

Q HYPGEOM. DIST�n ,  n, N , N, TRUE�

( A. 12 )

ここで 5 番目の引数”TRUE”は下側累積確率を

計算することを表す．EXCEL では上側の累積確

率を算出する機能はないため，成功数に着目し

下側累積確率として P を求める．

n � n n

N � N N

として，次式により P が算出できる．

P HYPGEOM. DIST�n ,  n, N , N, TRUE�

( A. 13 )

EXCEL では，引数内に (n － nF) などの計算式を

記述することができない．このため，あらかじ

め nS ,  NS は数値として算出し，その後に引数と

して代入する必要がある．
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A. 2   標準正規分布の確率変数値

　正規分布近似によるパラメタ検出では，標準

正規分布の上側累積確率である有意水準 α が与

えられ，それに対応する確率変数値 zα を求める

必要がある．α と zα の関係を図 A. 2 に示す．

z

�0, 1�

0

図 A. 2　有意水準 α と zα の関係

　統計表を用いることもできるが，ソフトウェ

アを利用する場合の方法を以下に示す．A.1 項

と同様に，MATLAB，フリーソフト”R”，Excel
を利用する場合について順に記す．

［MATLAB による算出］

　逆正規累積分布関数を表す”norminv”を用い

て，

z norminv� , 0,1� ( A. 14 )

となる．”norminv”は正規分布の左裾の面積に

対応する確率変数を求めるため，図 A.2 に示す

ような右裾の場合は，マイナスの符号が必要と

なる．

［フリーソフト”R”による算出］

　”R”では”qnorm”を用いて，次式により zα が

求められる．

z qnorm� , 0,1, lower. tail � FALSE �

( A. 15a )

ここで”lower.tail = FALSE”は，分布の上側（右裾）

の確率が α となることを意味する．または，

z qnorm� , 0,1� ( A. 15b )

でも同じ結果となる．

［EXCEL による算出］

　関数”norminv”を用いて，次式より zα が求め

られる．

z norminv� , 0,1� ( A. 16 )
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付録 B　 超幾何分布と二項分布

　超幾何分布の平均と分散を求める．また超幾

何分布は非復元抽出であるが，参考のため復元

抽出である二項分布との関係について記す．

　超幾何分布における数の関係を，改めて図

B.1 に示す．母集団の数 N，その中の失敗ケー

ス数が NF･ 取り出す標本数が n で，その中に含

まれる失敗ケース数がχである．

N

NFn

図 B. 1　超幾何分布における数の関係

　超幾何分布においてχの発生確率は次式で与

えられる．

p� � �
� �

 
     　  ( B. 1 )

χの範囲は，

�0, n �N N �� �n, N �  

( B. 2 )

つまりχの範囲は，取出すサンプル数 n と母集

団の数 N，全失敗数 NF との関係によって異なり，

以下の 4 ケースが考えられる．

①　n ≤ NF , n ≤ (N － NF ) のとき，

0 ≤χ≤ n

②　n＞NF , n ≤ (N － NF ) のとき，

0 ≤χ≤ NF

③　n ≤ NF , n＞ (N － NF ) のとき，

{n － (N － NF )} ≤χ≤ n

④　n＞NF ,n＞ (N － NF ) のとき，

{n － (N － NF )} ≤χ≤ NF

ここで，

 � �0, n �N N ��

� �n, N �

とすれば，χの全範囲にわたる分布関数の和は

1 であるので，

( B. 3 )p� � � 1

次にχの平均と分散を導出する．①～④のいず

れのケースについても同様に導出できるため，

以下の平均と分散の導出では，①のケースを取

り上げ，求める．
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B. 1   超幾何分布

　ここでは超幾何分布の平均と分散を導出す

る．

B. 1. 1   平均

　確率変数 X の平均値（期待値）を求める．超

幾何分布の平均を μHG とすると，

� E �X� � � p�X � ��

�
C C� �� �

C

�
C C� �� �

C ( B. 4 )

ここで，

C =
N !

(N )! !

=
N (N 1)!

(N )! ( 1)!

C =
N!

(N n)! n!

=
N
n

(N 1)!
(N n)! (n 1)!

( B. 5 )

これらを式 (B. 4) に代入すると，

�N − 1�
�NF − 1�

�n − 1�

́

分布関数

p� � �
C� � C�� � �� �

C� �� �

図 B. 2　母集団 (N － 1) の超幾何分布

( B. 6 )

�
N n

N
�N 1�!

�N �! � 1�!

�N n�! �n 1�!
�N 1�!

C� � � �

ここで，0 �n 1�=χ－ 1 とおけば，1 ≤χ≤ n のとき

( B. 7 )0 �n 1�

このとき式 (B. 6) は，

�
N n

N
�N 1�!

��N 1� �! !

�N n�! �n 1�!
�N 1�!

C� � �� � �

右辺を，組合せ記号を用いて整理すると，

�
N n

N
C� � C� � �� � �

C� � � �  
( B. 8 )

ここで，母集団 (N－1)，失敗数 (NF－1)，取出し

数 (n－1) の超幾何分布と分布関数は，図 B. 2 の

ようになる．

式 (B. 8) の右辺は分布関数の全範囲の和を含み，

これは 1 となる．つまり，

C� � C�� � �� �

C� � � �

� �

� 1

( B. 9 )

よって式 (B. 8)(B. 9) より，超幾何分布の平均が

得られる．

�
N n

N
( B. 10 )
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B. 1. 2   分散

　超幾何分布の分散を � E ��X � �

� E �X X � �

� E �X � 2 E�X� �

� E �X � 2 �

� E �X �

� E �X � E�X�

とすれば，

� E ��X � �

� E �X X � �

� E �X � 2 E�X� �

� E �X � 2 �

� E �X �

� E �X � E�X� ( B. 11 )

ここで次のように変形する．

( B. 12 )

右辺の第一項，第二項を取り上げ，以下のよう

に変形する．

E�X � E�X�

� � p� �� � p� ��

� � � 1� p� ��

� � 1�
C C� � � �

C

� � 1�
C C� � � �

C

( B. 13 )

ここで

E�X � E�X�

� � p� �� � p� ��

� � � 1� p� ��

� � 1�
C C� � � �

C

� � 1�
C C� � � �

C
は，

また NCn は，

と変形できる．これらを式 (B. 13) に代入すると，

E�X � E�X�

�
N �N 1� n�n 1�

N�N 1�

�N 2�!
�N �! � 2�!

�N n�! �n 2�!
�N 2�!

C� � � �

�
N �N 1� n�n 1�

N�N 1�

C

C
� � � � C� � � �

� � � �

( B. 14 )

ここで，0 �n 1�=χ－2 とおけば，2 ≤χ≤ n のとき，

( B. 15 )0 �n 2�

このとき式 (B. 14) は，

( B. 16 )

ここで，母集団 (N－2)，失敗ケース数 (NF－2)，
取出し数 (n－2) の超幾何分布と分布関数は，図

B. 3 のようになる．式 (B. 16) の右辺は，分布関

数の全範囲の和を含んでいるため，

C� � C
C

� � �� � �

� � � �
� 1

( B. 17 )

となり結局，

( B. 18 )

� E �X � E�X� � E �X� E�X�

N !
�N �! !

�
N �N 1�
� 1�

�N 2�!
�N �! � 2�!

N!
�N n�! n!

�
N�N 1�
n�n 1�

�N 2�!
�N n�! �n 2�!

E�X � E�X� �
N �N 1� n�n 1�

N�N 1�

C

C
� � C� � �� � �

� � � �

E�X � E�X� �
N �N 1� n�n 1�

N�N 1�
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となる．よって式 (B. 18) を式 (B. 12) に代入す

れば，次式のように超幾何分布の分散が得られ

る．

� E ��X � �

� E �X X � �

� E �X � 2 E�X� �

� E �X � 2 �

� E �X �

� E �X � E�X�

�
N �N 1� n�n 1�

N�N 1�
�

N n
N

N n
N

�
nN �N n��N N �

N �N 1� ( B. 19 )

�N − 2�
�NF − 2�

�n − 2�

́

分布関数

p� � �
C� � C�� � �� �

C� �� �

図 B. 3　母集団 (N－2) の超幾何分布

N

F

n

母集団 標本

抽出

⁄ = 一定

図 B. 4　復元抽出

B. 2   二項分布との関係

　次に MC 評価でも利用する，二項分布との関

係を考察する 17)．超幾何分布は N 個の母集団か

ら重複を許さずに n 個を取り出す「非復元抽出」

をしたときの，χの発生確率である．これに対

して二項分布は，重複を許して n 個を取り出す

「復元抽出」をしたときのχの発生確率であり，

図 B. 4 に示すように失敗ケースを取り出す確率

は常に NF / N である．超幾何分布において，母

集団の失敗確率 (NF / N) を一定としたままで，

N→∞としたものが二項分布と一致する．

　いま母集団の失敗確率 pF=NF / N が一定である

とする．図 B. 4 のように n 個取り出したときに，

失敗数がχ個含まれる確率 pB(χ)は，次式の二

項分布の分布関数で与えられる．

( B. 20 ) p ( ) = C p (1 p )( )
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一方，超幾何分布の式 (B. 1) は次のように変形できる．

p( ) =
C C( ) ( )

C

=
N !

(N )! !
(N NN )!

{(N N ) (n )}! (n )!
( n)! n!

N!

=
n!

(n )! !
N !

(N )!
(N N )!

{(N N ) (n )}!
(N n)!

N!

= C
N !

(N )!
(N N )!

{(N N ) (n )}!
(N n)!

N! ( B. 21 ) 
ここで，

N !
�N �!

� N �N 1� �N � 1 �

�N N �!
��N N � �n ��!

� �N N � ��N N � 1� ��N N � �n � � 1 �

�N n�!
N!

� 1 �N �N 1� �N � 1 ��

これらを式 (B. 21) に代入すると，

p� � �
�N �N 1� �N � 1 �� ��N N � ��N N � 1� ��N N � �n � � 1 ��

�N �N 1� �N n � 1 ��C

分母・分子を Nn で割ると，

p( ) = C
N
N

N
N

1
N

N
N

1
N 1 N

N 1 N
N

1
N 1 N

N
n

N + 1
N

1 1 1
N 1 n 1

N

= C
p p 1

N p 1
N (1 p ) (1 p ) 1

N (1 p ) n
N + 1

N
1 1 1

N 1 n 1
N

ここで pF を一定値として，N→∞ の極限をとると，

lim p� � �   C p �1 p �� � ( B. 22 )

よって，これは式 (B. 20) で表される二項分布の式 pB (χ) と一致する．
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　次に平均と分散について，二項分布との違い

を考える．二項分布の平均と分散は，それぞれ

以下のように求められる．

［平均］

　二項分布の平均を μB とすると，

= { p ( )}

= C p (1 p )( )

=
n!

(n )! !
p (1 p )( )

=
n!

(n )! ( 1)!
p (1 p )( )

= n p
(n 1)!

(n )! ( 1)!
p ( )

(1 p )( )

= n p C( ) ( ) p ( ) (1 pF)( )

( B. 23 )

ここで0 �n 1�=χ－ 1 とおけば，1 ≤ χ ≤ n のとき

0 ≤0 �n 1�≤ (n － 1) である．このとき，

� n p C� � p �1 p ��� � �

( B. 24 )

ここで右辺は，(n － 1) 個取り出した中に失敗ケ

ースが0 �n 1�回である確率の，すべての可能な値に

ついての和を含む．これは 1 であるので，

C� � p �1 p ��� � � � 1

( B. 25 )

よって式 (B. 24) より平均は，

� n p

�
N n

N ( B. 26 )

となり，式 (B. 10) で表される超幾何分布の平

均 μHG と一致する．

［分散］

　二項分布の分散を � �� � p � ��

� �� 2 � � p � ��

� � p � �� 2 � p � ��

� p � �

とすると，

� �� � p � ��

� �� 2 � � p � ��

� � p � �� 2 � p � ��

� p � �

 
(B. 27 )

ここで，全てのケースの確率の和は 1 であるの

で，

p � � � 1

よって式 (B. 27) は，

� � p � �� 2 � 1

� � p � ��

� �� � 1� � � p � ��

� � � 1� p � �� � � p � ��

� � � 1� p � �� �

( B. 28 )

ここで右辺第一項を σ́2 とおく．この項はχ(χ－1)
の因子を持つため，χ=0 およびχ=1 において
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0 となる．よって 0 ≤χ≤ n の範囲は，2 ≤χ≤ n
と等しくなるので，

� � � 1� p � ��

� � 1�
n!

�n �! !
p

�1 p �� �

�
n!

�n �! � 2�!
p �1 p �� �

� n �n 1� p
�n 2�!

�n �! � 2�!
p � �

�1 p �� �

( B. 29 )

ここで，0 �n 1�= χ－2 とおく．2 ≤ χ≤ n のとき，

0 ≤0 �n 1�≤ (n－2) となるので，

= n (n 1) p
(n 2)!

(n 2 )! !
p

(1 p )( )

n-2

=0

右辺は (n－2) 個取り出した中で失敗ケースが0 �n 1�
回である確率の，すべての可能な値についての

和を含むので，

� n �n 1� p
 

( B. 30 )

式 (B. 28) に代入すると，

� n �n 1� p �

� n �n 1� p � n p n p

� n p �1 p � ( B. 31 )

　これが二項分布の分散である．ここで式 (B. 19)
で表される超幾何分布の分散と比較するため，

pF=NF/N を代入すると，

� n �N N� �1 N N�

�
nN �N

N
N �

( B. 32 )

これは超幾何分布の分散である式 (B. 19) の
�

N n
N 1とは異なっており，次の関係があることが

わかる．

�
N n
N 1 ( B. 33 )

　よって非復元抽出である超幾何分布の分

散は，復元抽出である二項分布の分散とは

(N－n) ⁄ (N－1) だけ異なることがわかる．

　この (N－n) ⁄ (N－1) を，有限母集団修正項（有

限母集団補正項，有限修正因子）という．有限

母集団修正は，超幾何分布に限らず母集団が有

限の場合に一般的に成り立つが，このことを次

節で示す．
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B. 3   有限母集団修正

　母集団が有限であるとき，ここから取り出す

n 個の標本の平均の期待値と分散 24) を求め，母

集団が無限であるときとの相違を確認する．

　母集団が有限個 {χ1 ,χ2 ,… ,χN } であるとす

る．このとき母平均 μ，母分散 σ2 は，

�
1
N ( B. 34 )

�
1
N

� �

�
1
N

( B. 35 )

　ここから取り出す n 個の標本の平均をX �
� � �

nとす

る．このときX �
� � �

nの平均 E[ X �
� � �

n] と分散 V[ X �
� � �

n] を，

それぞれ導出する．

［平均］

　図 B. 5 に示すように，n 個の標本を抽出する

とする．このとき，

X �
� � �

n ( B. 36 )

1 , 2 ,⋯ ,⋯ ,⋯ , N−1 , N

i1 , i2 ,⋯ , in

母集団

(N個) 

標本

(n個)

図 B. 5　有限母集団からの標本

こ こ で，1 ≤ ik ≤ N，1 ≤ k ≤ n で あ る． 標 本

{
X �

� � �
n

;1 ≤ k ≤ n } を取り出す方法は，NCn 通り存

在する．つまり X �
� � �

nは NCn 通り存在することにな

る．よって，

E�X � �
1
C

� �
n

�
1
C

1
n

� �

( B. 37 )

右辺の総和記号は，存在しうる全ての NCn 組の標

本 {
X �

� � �
n

;1 ≤ k ≤ n } の合計を表す．

　いま図 B. 6 のように母集団から j 番目の要素χj

を 1 つだけ取り出すことを考える．このとき，母

集団から残りの (n－ 1) 個を取り出す必要がある．

この取り出す方法の数は，(N－1)C(n－1) 通りある．言

い換えれば，「ある要素χj を含む n 個を取り出す

方法が (N－1)C(n－1) 通りある」ということである．こ

れは全ての要素 {χj ; j=1,… ,N} についても同様で

あり，n 個のあらゆる組み合わせの合計は各要素

をそれぞれ (N－1)C(n－1) 個含むことになる．よって，

� � � C� � ��

( B. 38 )
が成り立つ．

j

1 ,⋯ , j−1 , , j� 1 ,⋯ , N

�N − 1�個

あと �n − 1�個
取り出す

図 B. 6　j 番目の要素取出し

よって式 (B. 37) は，

E�X � �
1
C

1
n

C� � � �

( B. 39 )
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ここで，

C� � � � �
�N 1�!

�n 1�! �N n�!

�
n
N

N!
n! �N n�!

�
n
N

C

これを式 (B. 39) に代入すると，

E�X � �
1
C

1
n

n
N

C

�
1
N

� ( B. 40 )

となり，n 個の標本から得られる X �
� � �

nの平均は，

母集団の平均と一致する．

［分散］

　次にX �
� � �

nの分散について考える．

V�X � � E ��X E�X �� �
� E ��X � �
� E X ( B. 41 )

ここで左辺の E X =
1
C

+ +
n

=
1
C

1
n

+ +

+ 2

=
1

C n
+ +

+ 2

は，次のように変形できる．

E X =
1
C

+ +
n

=
1
C

1
n

+ +

+ 2

=
1

C n
+ +

+ 2

( B. 42 )

　右辺第一項については式 (B. 38) の考え方と

同様であり，各要素の 2 乗は (N － 1)C(n － 1) 回含ま

れるので，

� � � C� � � �

�
n
N

C

( B. 43 )

　次に式 (B. 42) の右辺第二項にある 2 つの要

素の積和について考える．母集団から n 個の

標本を選ぶ方法が NCn 通りで，それぞれ nC2 個

の積を含む．よって全体で 2 要素の積χiχj の

数は，(NCn ∙ nC2) となる．異なる標本の中には，

同一の積χiχj を含むものも存在するため，(NCn

∙ nC2) 個の中にはχiχj が重複して含まれている．

　一方，異なる 2 要素の組み合わせ数は，母集

団全体で NC2 通りある．よって各積χiχj の重複

回数は，(NCn ∙ nC2) ⁄ NC2 である．以上より，

�
C C

C

�
C n�n 1�
N�N 1�

( B. 44 )

式 (B. 43)，(B. 44) を式 (B. 42) に代入すれば，

E X =
1

C n
n
N

C

+
2 C n(n 1)

N(N 1)

=
1

nN
+

2(n 1)
nN(N 1)

( B. 45 )
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次に，式 (B. 41) 右辺の第二項を変形する．

�
1
N

�
1

N
� 2 ( B. 46 )

式 (B. 45)，(B. 46) を式 (B. 41) に代入すると，

V�X � �
1

nN
1

N

�
2�n 1�

nN�N 1�
2

N

�
N n
nN

2�N n�
nN �N 1�

( B. 47 )

右辺第一項の係数を，次のように変形する．

N n
nN

�
�N n��N 1�

nN �N 1�

�
N�N n�

nN �N 1�
�N n�

nN �N 1�
( B. 48 )

式 (B. 48) を式 (B. 47) に代入すると，

V�X � �
N�N n�

nN �N 1�
�N n�

nN �N 1�
2�N n�

nN �N 1�

�
N n

n�N 1�
1
N

1
N

2
N

�
N n

n�N 1�
1
N

1
N

� 2

( B. 49 )

ここで右辺 [　] 内の第二項は，次のように変形

できる．

1
N

� 2 �
1

N

�
1
N

� ( B. 50 )

式 (B. 50) を式 (B. 49) に代入すれば，

V�X � �
N n
N 1

1
n

1
N

( B. 51 )

式 (B. 35) より，

V�X � �
N n
N 1 n ( B. 52 )

これで母集団が有限であるときの，X �
� � �

nの分散が

得られた．

　一方，母集団が無限であるときには，各試行

{χi} は独立であるので，

V�X � � V
1
n

�
1

n
V

�
1

n
V� �

�
1

n

�
1

n
n

�
n ( B. 53 )

となり，一般によく知られた標本平均の分散が

得られる．

　式 (B. 52) と式 (B. 53) を比較すると，母集団

が有限であるときの分散は，母集団が無限のそ
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れと比べて，(N － n) / (N － 1) 倍だけ異なること

がわかる．この (N － n) / (N － 1) を，有限母集団

修正項という．

　いま母集団 {χ1 ,χ2 ,… ,χN }のどの要素も，”0”
または”1”のいずれかの値をもつとし，この中で

割合 p だけ値”1”をもち，その他の要素が”0”で
あるとする．この母集団から n 個を無作為抽出

し，その標本和を Sn とする．図 B. 1 においては

p=NF /N であり，このとき Sn は，超幾何分布に従

う．またχi は”0”または”1”の値しか取らないた

め，次の関係がある．

� p �
1
N

�
1
N ( B. 54 )

ここで Sn の平均と分散について，本項で導出し

た結果を適用してみる．まず Sn は次式で表され

る．

S � � � � n X ( B. 55 )

　平均を考えると，

E�S � � E �n X �
� n E�X �
� n

� n
1
N

� n p

�
N n

N ( B. 56 )

よって，これは式 (B. 10) で求めた超幾何分布

の平均と一致する．

　次に分散について考える．式 (B. 52) の結果

を適用して，

V�S � � V �n X � � n V�X �

� n
N n
N 1 n

�
N n
N 1

n
1
N

�
N n
N 1

n �p p �

�
N n
N 1

n
N
N

N
N

�
nN �N n��N N �

N �N 1� ( B. 57 )

分散についても，超幾何分布の値である式 (B. 19)
と一致することが確認できる．
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