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Abstract 
 In the SMILES Level 2 data processing, an inverse problem occurs when deriving mixing ratios of trace gas species 
from observed brightness temperature spectra. If the information content from the observation is not enough, it is 
necessary to give additional information from outside to stabilize the solution, and there exist a lot of mathematical 
techniques for such purposes. In this research, we compared three regularization methods, namely Optimal Estimation 
Method (OEM), Tikhonov Regularization Method (TRM), and Maximum Entropy Method (MEM), and investigated 
the most favorable regularization method for SMILES. It turned out that in most cases a hybrid method of OEM + TRM 
gives the best solution. 
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概要 

SMILES 地上データ処理では校正済み輝度温度スペクトル（Level 1B データ）から微量気体分子の混合比鉛直分布等

（Level 2 データ）を導出する際に逆問題を取り扱う．測定から得られる情報が十分でない場合，外部から付加的な情報

を与えて解を安定化させる必要があるが，そのために様々な数学的手法が考案されている．本研究では Optimal 
Estimation Method (OEM), Tikhonov Regularization Method (TRM), Maximum Entropy Method (MEM) の 3 つの正則化法につ

いて比較を行い，SMILES のデータ解析に適した方法を調べた．その結果，OEM + TRM のハイブリッド法を用いると多

くの場合において最も良い結果が得られることが分かった． 
 
 

1. はじめに 

Superconducting Submilimeter-Wave Limb-Emission Sounder (SMILES) は国際宇宙ステーションの日本実験棟暴露部に取

り付けられ，2009 年 10 月から 2010 年 4 月までの約半年間に渡り太陽非同期軌道上において地球大気から放射される

600 GHz 帯サブミリ波のリム観測を行った1)．SMILES は冷凍機を使って 4K まで冷却した超伝導ミクサを受信機に用い

ることにより従来の衛星搭載センサに比べて 1 桁程度小さいノイズレベル（輝度温度 0.4K/single-scan）を実現した．こ

れによって成層圏・中間圏に存在する O3，HCl，ClO，HNO3，HOCl，HO2，CH3CN，BrO といった微量気体分子の情報

を豊富に含む輝度温度スペクトルが高精度に測定され，既にいくつかの科学的成果が得られている 2,3)．表 1 に SMILES
観測データの主なパラメータをまとめる． 
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表 1 SMILES 観測データの主なパラメータ 

観測緯度帯 38°S － 65°N (nominal) 観測高度範囲 10 － 80 km (nominal) 

周波数帯 
Band A (624.32 － 625.52 GHz) 
Band B (625.12 － 626.32 GHz) 
Band C (649.12 － 650.32 GHz) 

高度分解能 3.5 － 4.1 km (nominal) 

積算時間 0.5 s /観測高度 

周波数サンプリング 0.8 MHz /チャンネル データ取得時間 53 s /スキャン 
周波数分解能 1.8 MHz (FWHM) システム雑音温度 0.4 K /スキャン 
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SMILES のデータセットには RAW（未処理データ），Level 0（地上で編集された未処理データ），Level 1B（校正さ

れた輝度温度スペクトルおよび関連データ, 以降単に L1B と表記），Level 2（観測地点において導出された微量気体分

子混合比の鉛直分布等の変数，以降単に L2 と表記），Level 3（一様な時空間グリッド上に補間された変数）のように

レベルが定義されている．L2 データ処理では L1B データに含まれる校正済み輝度温度スペクトルをシミュレーション結

果と比較することにより逆問題を解いて様々な変数を導出する．この過程では従来より Optimal Estimation Method4)と呼

ばれる逆解析アルゴリズムが用いられてきた 5,6)．しかしながら，得られる解には不自然な振動が含まれることもあり，

数学的に必ずしも最善のアルゴリズムではなかった．一方，工学や応用数学の広い分野では一般に，非線型方程式の逆

問題に対して Thikhnov Regularization Method7) 等の様々な手法が用いられている．本研究では SMILES の高精度データに

含まれる情報を最大限に引き出すため，逆解析アルゴリズムの高度化について検討した． 
 
 

2. 逆解析アルゴリズム 

2.1 線型代数モデル 
SMILES で測定される輝度温度スペクトルは，大気中の微量気体分子からの放射や背景放射の伝搬を記述した大気モ

デル，およびアンテナや分光器等の特性を記述した装置モデルを使った放射伝達シミュレーションで再現できる．ここ

で，SMILES で測定される輝度温度スペクトルを 𝒚𝒚 ，導出したい微量気体分子の混合比を 𝒙𝒙 とすると， 𝒚𝒚 は要素数 𝑚𝑚
（観測接線高度数×周波数グリッド数 ＝ 約 40×約 1600）の成分を持つ測定ベクトル，𝒙𝒙 は要素数 𝑛𝑛（分子種の数×導

出高度グリッド数 ＝ 約 10×約 30）の成分を持つ状態ベクトルとみなせる．これらのベクトルは Forward モデル 𝑭𝑭 によ

って関係付けられるが，実際の測定には測定誤差が加わり，Forward モデルには近似等に由来する解析誤差が加わるの

で，これらをまとめて 𝝐𝝐 とすると次のように記述できる． 
 

𝒚𝒚 = 𝑭𝑭(𝒙𝒙) + 𝝐𝝐 (1)  
 
我々の目標は式(1)を逆算して𝒙𝒙 を求めることである．今，真値に十分近い先験値 𝒙𝒙𝑎𝑎の周辺を考えると，𝒙𝒙 と 𝒚𝒚 の微小

な変化は比例関係にあると考えられ，この比例係数を 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 行列 𝑲𝑲 = 𝜕𝜕𝑭𝑭 𝜕𝜕𝒙𝒙⁄ = 𝜵𝜵𝑭𝑭（Weighting Function と呼ぶ）で表す

と式(2)のような線型近似が成り立つ．  
 
𝒚𝒚 = 𝑭𝑭(𝒙𝒙𝑎𝑎) + 𝑲𝑲(𝒙𝒙 − 𝒙𝒙𝑎𝑎) + 𝝐𝝐 (2)  

 
式(2)は一見，単純な連立 1 次方程式であるがいくつか注意点がある．まず，一般的なリム観測では 𝑚𝑚 ≫ 𝑛𝑛 であり，

式(2)は条件過剰になっている．また，式(2)は正確な値が分からない誤差を含んでおり，これを厳密に満たす解は存在し

ない．このような問題は測定値と計算値の差を最小化する最小二乗法を使って解くことができる．ただし，例えば隣り

合う周波数グリッドの測定値が完全に独立ではないように，式(2)から得られる独立な条件式の数が 𝑚𝑚 より多くなること

はなく，逆に例えば状態ベクトルの高度グリッドを細かく取り過ぎた場合等は独立な条件式の数が 𝑚𝑚 より少なくなるこ

とがある．この場合，状態ベクトルを一意に決めることができない不良設定問題になる．さらに，逆解析で得られる解

がノイズの影響を受けやすい悪条件問題にもなっている．リム観測で得られる放射輝度はある広がった高度範囲に分布

する微量気体分子からの寄与を積算したものであり，微量気体分子の高度プロファイルがランダムに変化したとしても

測定値は平均化されてあまり変化しない．逆に，放射輝度の測定値から微量気体分子の高度プロファイルを導出する場

合，放射輝度の測定値に小さいノイズが加わったとしても大きな影響を受ける．このような逆問題を解くために，解を

安定化させる正則化を導入する． 
通常の最小二乗法では式(3)のように標準偏差で規格化したスペクトル残差の二乗和（𝜒𝜒2）を最小化する． 
 
𝜒𝜒2(𝒙𝒙) = (𝒚𝒚 − 𝑭𝑭(𝒙𝒙))𝑇𝑇𝑺𝑺𝑦𝑦−1(𝒚𝒚 − 𝑭𝑭(𝒙𝒙)) (3)  

 
ここで，𝑺𝑺𝑦𝑦 は測定ベクトルに対応する分散共分散行列であり，SMILES ではシステム雑音温度から計算される輝度温

度スペクトルの分散を成分に持つ対角行列を使用する．不良設定問題ではスペクトル残差が小さい解が無数に存在し，

解が一意に求まらない．そこで，スペクトル残差と同時に正則化項 𝑐𝑐 を最小化することを考える．これは以下の式(4)で
表される Cost Function を最小化することにより実現できる．正則化項 𝑐𝑐  の違いにより，次節で説明する Optimal 
Estimation Method，Tikhonov Regularization Method，Maximum Entropy Method のようなバリエーションが考えられる． 

 
𝑀𝑀(𝒙𝒙) =  𝜒𝜒2(𝒙𝒙) + 𝑐𝑐(𝒙𝒙) (4)  

 
解が先験値から遠い場合は式(2)で省いた高次項が無視できずに非線型問題となるが，Levenberg-Marquardt 法を用いて

解の変動𝛿𝛿𝒙𝒙が十分小さくなるまで式(5)を反復計算することで高速かつ安定に解を求められる． 
 
𝛿𝛿𝒙𝒙𝑖𝑖 =  𝒙𝒙𝑖𝑖+1 − 𝒙𝒙𝑖𝑖 = −[𝑯𝑯𝑖𝑖 + 𝜆𝜆𝑫𝑫]−1𝜵𝜵𝑀𝑀(𝒙𝒙𝑖𝑖) (5)  

  
 

  

宇宙航空研究開発機構研究開発報告  JAXA-RR-13-010110

This document is provided by JAXA.



式(5)において，勾配𝜵𝜵𝑀𝑀は次の式(6)を計算して得られる． 
 
𝜵𝜵𝑀𝑀(𝒙𝒙𝑖𝑖) = −2𝑲𝑲𝑖𝑖

𝑇𝑇𝑺𝑺𝑦𝑦−1�𝒚𝒚 − 𝑭𝑭(𝒙𝒙𝑖𝑖)� + 𝜵𝜵𝑐𝑐(𝒙𝒙𝑖𝑖) (6)  
 
式(5)のパラメータ𝜆𝜆 を 0 にすると Gauss-Newton 法の式に一致する．Gauss-Newton 法は以下の式(7)のように Hessian 𝑯𝑯𝑖𝑖

を近似して計算が困難な𝑭𝑭の 2 次微分を避けているが，Newton 法と同様に 2 次収束の高速性を持つ． 
  
𝜵𝜵�𝜵𝜵𝑀𝑀(𝒙𝒙𝑖𝑖)� ≈ 2𝑲𝑲𝑖𝑖

𝑇𝑇𝑺𝑺𝑦𝑦−1𝑲𝑲𝑖𝑖 + 𝜵𝜵�𝜵𝜵𝑐𝑐(𝒙𝒙𝑖𝑖)� ≡ 𝑯𝑯𝑖𝑖 (7)  
 
ただし，初期値が悪いと発散することがあるので，𝑀𝑀(𝒙𝒙) が減少しない場合（または𝛿𝛿𝒙𝒙 の大きさが減少しない場合）

は式(5)のパラメータ𝜆𝜆 の値を大きくして適当な正定値行列 𝑫𝑫 （例えば恒等行列）を加え，𝛿𝛿𝒙𝒙 を最急降下法と同様の方向

（𝜵𝜵𝑀𝑀）に向ける． 
 
 

2.2 Optimal Estimation Method 
Optimal Estimation Method（OEM）は次式のように標準偏差で規格化した状態ベクトルと先験値の差分の二乗和を小さ

くするような正則化項を用いる． 
 

𝑐𝑐(𝒙𝒙) = (𝒙𝒙 − 𝒙𝒙𝑎𝑎)𝑇𝑇𝑺𝑺𝑎𝑎−1(𝒙𝒙 − 𝒙𝒙𝑎𝑎) (8)  
 
ここで，𝑺𝑺𝑎𝑎 は先験値の分散共分散行列である．この正則化項は，状態ベクトルの確率密度が 𝒙𝒙𝑎𝑎を中心に 𝑺𝑺𝑎𝑎 で与えられ

る分散を持って正規分布していると仮定し，Bayes 理論に基づいて測定ベクトル 𝒚𝒚 を得る条件で事後確率を最大化する

ことによって導ける 4)．例えば 1 次元の場合，状態量 𝑥𝑥 の確率密度，および状態量が𝑥𝑥 である条件での測定量 𝑦𝑦 の確率

密度はそれぞれ式(9)および式(10)のようになる． 
 

𝑃𝑃(𝑥𝑥) =
1

𝜎𝜎𝑎𝑎√2𝜋𝜋
exp �−

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑎𝑎)2

2𝜎𝜎𝑎𝑎2
� (9)  

  

𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑦𝑦) =
1

𝜎𝜎𝑦𝑦√2𝜋𝜋
exp �−

(𝑦𝑦 − 𝐾𝐾𝑥𝑥)2

2𝜎𝜎𝑦𝑦2
� (10)  

 
Bayes の定理より，測定量が 𝑦𝑦 である条件での状態量 𝑥𝑥 の確率密度は式(11)で与えられる． 
 

𝑃𝑃𝑦𝑦(𝑥𝑥) =  
𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑦𝑦)𝑃𝑃(𝑥𝑥)
𝑃𝑃(𝑦𝑦) ∝ exp �−

1
2�

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑎𝑎)2

𝜎𝜎𝑎𝑎2
+

(𝑦𝑦 − 𝐾𝐾𝑥𝑥)2

𝜎𝜎𝑦𝑦2
�� = exp �−

1
2𝑀𝑀

(𝑥𝑥)� (11)  

 
ここで，測定量 𝑦𝑦 の確率密度 𝑃𝑃(𝑦𝑦) は 𝑥𝑥 に依らない定数であり，事後確率を最大化することは式(8)を正則化項とする

Cost Function を最小化することに等しい．このような正則化によって最小二乗法の解が修正される様子を図 1 に示す．

図 1(b)のように測定誤差が小さい（𝜎𝜎𝑦𝑦 ≪ 𝐾𝐾𝜎𝜎𝑎𝑎）場合には解は正則化にあまり影響されずに求まるが，図 1(c)のように測

定誤差が大きい（𝜎𝜎𝑦𝑦 ≫ 𝐾𝐾𝜎𝜎𝑎𝑎）場合には解は先験値に縛られる．このように，正則化によって測定から十分な情報が得ら

れない範囲の解を選択的に修正することができる． 
 一般的に先験値の分散を正確に知ることは難しく，誤差が正規分布しているとも限らないが，ここではおおまかな見

積もり値を使用する．SMILES では O3，HCl 等の微量気体分子の混合比や温度の高度プロファイル，アンテナの仰角オ

フセットといった様々な物理量の同時リトリーバルを行っているが，𝑺𝑺𝑎𝑎 を使って規格化することでこれらを無次元量に

することができる．Levenberg-Marquardt 法の正定値行列𝑫𝑫 には𝑺𝑺𝑎𝑎−1 の非対角項を 0 にした行列𝑫𝑫𝑎𝑎
−1 が利用できる．ま

た，𝑺𝑺𝑎𝑎  の非対角項に例えばスケール高度𝑧𝑧𝑠𝑠で指数関数的に減衰する値（[𝑆𝑆𝑎𝑎]𝑖𝑖𝑖𝑖 = [𝑆𝑆𝑎𝑎]𝑖𝑖𝑖𝑖 exp�−|𝑧𝑧𝑖𝑖 − 𝑧𝑧𝑖𝑖|/𝑧𝑧𝑠𝑠�）を入れて高度

相関を持たせることができる．OEM ではこのような高度相関を入れたり高度グリッド𝒛𝒛 の調整を行わないと多くの場合

に解が振動する． 
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2.3 Tikhonov Regularization Method 
 
 Tikhonov Regularization Method（TRM）は OEM と同じく状態ベクトルと先験値の差分が小さいことを条件にするが，

OEM と異なり式(12)のような正則化項を用いる． 
 

𝑐𝑐(𝒙𝒙) = (𝒙𝒙 − 𝒙𝒙𝑎𝑎)𝑇𝑇𝛼𝛼𝑳𝑳𝑘𝑘𝑇𝑇𝑳𝑳𝑘𝑘(𝒙𝒙 − 𝒙𝒙𝑎𝑎) (12)  
 
ここで，𝑳𝑳𝑘𝑘 は𝑘𝑘 次の差分を表す正則化行列であり，𝛼𝛼 は正則化の強度を調整する正則化パラメータである．（複数分子

種の同時リトリーバルを行う場合はスカラー𝛼𝛼 の代わりに分子種ごとの正則化パラメータを要素に持つ対角行列𝑴𝑴𝛼𝛼を用

いる．）例えば次数が 0 であれば 𝑳𝑳𝑘𝑘= 𝑳𝑳0 は恒等行列であり，正則化は状態ベクトルを先験値そのものに近づけるように

働く．OEM と同様に 1 次元の例を考えると，𝛼𝛼 = 1/𝜎𝜎𝑎𝑎2 の置き換えにより TRM は OEM と一致することが分かる．TRM
の𝛼𝛼 を大きくすることは OEM の𝜎𝜎𝑎𝑎 を小さくすることに相当し，図 1(c)のように測定誤差が大きい（𝜎𝜎𝑦𝑦 ≫ 𝐾𝐾/√𝛼𝛼）場合

には解は先験値に縛られる． 
次数が 1 であれば [𝑳𝑳1𝒙𝒙]𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖−1 となり，状態ベクトルに任意のオフセットを加えても Cost Function の値は変わら

ないことから，状態ベクトルのオフセットは先験値に依らず，正則化とは無関係にスペクトル残差最小の条件から決ま

る（ただし，以下で述べる境界条件の影響を受ける）．同様に，次数が 2 であれば状態ベクトルのオフセットと傾きは

先験値に依存しない．次数が大きくなるに従って先験値への依存度は少なくなるが，より多くの成分が混ざって高度分

解能が悪化するため，適当な次数を選ぶ必要がある．次数𝑘𝑘 の正則化行列には(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘) × 𝑛𝑛 行列と𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 行列の 2 形式が

考えられる 7) ．前者は正則化が効かない状態ベクトル（例えば𝑳𝑳1 に対する状態ベクトルのオフセット，すなわち定数ベ

クトル）を持つが，後者は𝑘𝑘 行が境界条件として働くために解を一意に決めることができる．一般に，正則化行列には

次数の異なる差分行列の線型結合を用いても構わない．OEM に前述した高度相関を入れることは𝑳𝑳0と𝑳𝑳1の線型結合を使

うことに相当する．（ただし，OEM の高度相関では正則化の強度を調整することができない．） 
 正則化パラメータは Cost Function に含まれるスペクトル残差と正則化項のバランス調整の役割を果たし，小さ過ぎる

と雑音が多い解，大き過ぎると先験値に縛られた解になるため，適した値を選ぶ必要がある．正則化パラメータの決定

方法には𝛼𝛼 を徐々に大きくしていってスペクトル残差が増加を始める点に設定する方法（L-curve 法），平滑化誤差とノ

イズ誤差を合わせたトータル誤差が最小となるように設定する方法等がある 8)．L-curve 法は正則化パラメータを徐々に

大きくしながら逆問題を解いた時，スペクトル残差と正則化項の散布図を描くと L 字状の軌跡が得られることを利用す

るが，このような図を描かなくても得られた解を見るとスペクトル残差が増加を始める点でそれまで安定していた解が

先験値に向かって動き出すことから判断できる．このような状態になる前の解を見て，振動が適度に抑制される正則化

パラメータを選ぶのが良いと考えられる．正則化の効果は正則化パラメータが多少（1 桁程度）変化してもあまり変わ

らないため，厳密に最適化する必要はない．ただし，分子種が異なれば最適な値は異なり，同じ分子種でも日変動する

ものは昼と夜で最適な値が異なる．この問題に対する簡便策として，𝑳𝑳𝑘𝑘𝑇𝑇𝑳𝑳𝑘𝑘の代わりに𝑳𝑳𝑘𝑘𝑇𝑇𝑺𝑺𝑎𝑎−1𝑳𝑳𝑘𝑘を使用して状態ベクト

ルの残差を規格化する方法が挙げられる．この規格化により残差はだいたい 1 のオーダーになると考えられ，どの分子

種にも同じような正則化パラメータを使うことができる．（次数が 0 で正則化パラメータが 1 であれば OEM と等価で

ある．）状態ベクトルの大きさに応じた先験値の分散を用いると，正則化パラメータを定数にする場合と比べて状態ベ

クトルが小さい範囲でより強く正則化が作用する． 
TRM のメリットとして，OEM のような高度グリッドの最適化が不要で等間隔グリッドを使用すること，解の滑らか

さや高度分解能を正則化行列や正則化パラメータの選び方によって調整できることが挙げられる． 
 

 
図 1 OEM の正則化によって最小二乗法の解が修正される様子．カラースケールは Cost Function 𝑀𝑀(𝑥𝑥) に対応する指数関

数exp[−𝑀𝑀(𝑥𝑥)/2]の大きさを表す．破線は 𝑦𝑦 = 𝐾𝐾𝑥𝑥 の直線である．実線は 𝑦𝑦 の値が Y であるときの指数関数の大きさで

あり，この値が最大となるときの 𝑥𝑥 の値が X（解）である．(a) 一般的な場合 (b) 測定誤差が小さい場合 (c) 測定誤差が

大きい場合 
 

(a) (b) (c) 
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2.4 Maximum Entropy Method 
 

Maximum Entropy Method（MEM）は状態ベクトル𝒙𝒙 のベクトル関数𝒒𝒒(𝒙𝒙) について次のように計算される Shannon の情

報量を最大化する． 
 

𝑆𝑆(𝒙𝒙) = −�𝑞𝑞𝑖𝑖 ln(𝑞𝑞𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 (13)  

 
MEM の正則化項には以下の式(14)を用いる．  
 

𝑐𝑐(𝒙𝒙) = −𝛼𝛼𝑆𝑆(𝒙𝒙) (14)  
 
この式から分かるように，MEM は先験値を必要としないことが特長である．TRM と同様に正則化パラメータ𝛼𝛼を使っ

て正則化の強度を調整することにより，観測結果を束縛条件にして情報量（不確かさ）が最大になる解が得られる．こ

こでは文献 9)にならい，𝒙𝒙 のベクトル関数として以下のように 2 次差分を規格化したものを用いる． 
 

𝑞𝑞𝑖𝑖 = 𝑝𝑝𝑖𝑖 𝑝𝑝⁄  (15)  
  

𝑝𝑝𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖−1 − 2𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑥𝑥𝑖𝑖+1 + 2𝑥𝑥max − 2𝑥𝑥min + 𝜁𝜁 (16)  
  

𝑝𝑝 = �𝑝𝑝𝑖𝑖 = −(𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥𝑛𝑛) + 𝑛𝑛(2𝑥𝑥max − 2𝑥𝑥min + 𝜁𝜁)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 (17)  

 
式(16)で，定数 2𝑥𝑥max − 2𝑥𝑥min + 𝜁𝜁（𝑥𝑥max，𝑥𝑥minはそれぞれ𝒙𝒙 の成分の最大値，最小値，𝜁𝜁 = 10−15）は𝒑𝒑の成分が必ず正と

なるように加えてある．最小二乗法の計算に必要な Shannon の情報量の 1 次および 2 次微分はそれぞれ式(18)，式(19)の
ようになる． 
 

𝜕𝜕𝑆𝑆
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘

= −��
1
𝑝𝑝 �1 + ln �

𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑝𝑝 �� �𝐴𝐴𝑖𝑖𝑘𝑘 −

𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑘𝑘

𝑥𝑥��
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

   

  
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑚𝑚
�
𝜕𝜕𝑆𝑆
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘

� = −��
1
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑖𝑖

�𝐴𝐴𝑖𝑖𝑚𝑚 −
𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑚𝑚

𝑥𝑥 � �𝐴𝐴𝑖𝑖𝑘𝑘 −
𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑘𝑘

𝑥𝑥� −
1
𝑝𝑝2 �1 + ln �

𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑝𝑝 �� �𝐴𝐴𝑖𝑖𝑘𝑘𝑝𝑝𝑚𝑚

𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑚𝑚𝑝𝑝𝑘𝑘𝑥𝑥 −
2𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑚𝑚𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑥𝑥��

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

   

 
ここで，𝐴𝐴𝑖𝑖𝑘𝑘 = 𝜕𝜕𝑝𝑝𝑖𝑖 𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘⁄  は𝑖𝑖 = 𝑘𝑘 の時 −2，𝑖𝑖 = 𝑘𝑘 ± 1 の時 1，それ以外は0 であり，𝑝𝑝𝑘𝑘𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝑝𝑝 𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘⁄  は𝑘𝑘 = 1または𝑛𝑛の時 −1，
それ以外は 0 である． 

 
2.5 ハイブリッド法 
 
 これまでに説明した OEM，TRM，MEM はスペクトル残差にそれぞれの正則化項を加えたものを最小化する方法であ

るが，これらの正則化項は組み合わせて使うこともできる．実際，NASA の Aura 衛星に搭載された Microwave Limb 
Sounder (MLS) などのリム観測では OEM と TRM を組み合わせて使用している 10)． 
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3. 正則化アルゴリズムの比較 

SMILES に適した正則化アルゴリズムを探すため，シミュレーションによって作成した輝度温度スペクトルの疑似デ

ータから微量気体分子の混合比を逆算し，真値との比較を行った．問題に適したアルゴリズムは正則化が必要な高度に

おける高度プロファイル（絶対量や微分量）によってケース・バイ・ケースであると考えられるので，様々な分子種

（Band A の O3，Band B の HCl，Band C の ClO，Band C の HNO3，Band B の HO2，Band A の HOCl の 6 種類）について

比較した．真値のプロファイルにはモデル計算（WACCM11））で得られた赤道域の帯状平均（南緯 10º ∼ 北緯 10º，
2009 年 11 月 17 日，ローカルタイム 11 ∼ 13 時）を使用し, 先験値および初期値には真値を 1.5 倍にしたものを用いた．

高度グリッドの間隔は 2.5 km とした． 比較した逆解析アルゴリズム（16 種類）を表 2 に挙げる．TRM，MEM の正則化

パラメータは常用対数スケールで 0.1 刻みずつ値を変化させ，有効高度範囲における平均 2 乗誤差の平方根（RMSE）が

最小になる値を選択した． 
いくつかの逆解析アルゴリズム（OEM，TRM_k1，TRM_k2，TRM_k2_oem）について，各分子混合比の誤差と真値の

高度プロファイルを図 2 に示す．この図から，OEM 単独では真値が大きい高度範囲でランダム誤差が大きくなることが

分かる．これは高度グリッド間隔（2.5 km）が解析の高度分解能に比べて細かいためだと考えられる．TRM_k1 と

TRM_k2 は似たような誤差プロファイルを示し（例外：高高度の HCl），それぞれ単独では主に真値が小さい高高度で

誤差が大きくなっている．TRM_k2_oem は OEM と TRM_k2 の良い部分を合わせた形になっており，全高度範囲で誤差

が比較的小さくなっている． 
全 16 種類の逆解析アルゴリズムについて，図 2 に示した各分子種の有効高度範囲で計算した RMSE（OEM_10km の値

で規格化している．TRM，MEM については正則化パラメータごとの値）を図 3 に示す．状態ベクトルの残差を規格化

した TRM，規格化しない TRM，MEM の 3 グループ内では，それぞれ同じような正則化パラメータで RMSE が最小にな

っており，各アルゴリズムで得られた RMSE の最小値は図 4 のようになった．図 3，図 4 から以下のことが分かる． 
 

i) TRM_k1 と TRM_k1_mxn の差はほとんどない（例外：O3，HCl） 
ii) TRM_k2 と TRM_k2_mxn の差はほとんどない（例外：O3） 
iii) TRM_k1_nrm と TRM_k1_hyb の差は小さい 
iv) TRM_k2_nrm と TRM_k2_hyb の差は小さい（例外：HCl） 
v) TRM_k1_hyb より TRM_k1_oem の方が RMSE の最小値が小さい（例外：HO2） 
vi) TRM_k2_hyb より TRM_k2_oem の方が RMSE の最小値が小さい 
 

項目 i，ii より，TRM の境界条件は多くの場合，解に影響を与えないことが分かる．ただし，O3，HCl については境界

条件が無いと高高度で相対誤差が大きくなることが認められた．項目 iii，iv より，状態ベクトルの残差を規格化した場

合，TRM に OEM を組み合わせても効果が薄いことが分かる．これは残差の規格化により高高度の正則化が強く働いて

誤差が抑えられるためと考えられる．ただし，TRM_k2_nrm では HCl の高高度で大きな誤差が見られ，TRM_k2_hyb で

は誤差が抑えられていた．項目 v，vi からは，TRM に OEM を組み合わせたならば状態ベクトルの残差を規格化しない

方が良いことが分かる．この特徴が顕著な HNO3 について調べてみると，TRM に OEM を組み合わせて状態ベクトルを

規格化した場合，低高度および高高度の真値が小さい範囲において，正則化が強すぎて解が先験値に縛られるために誤

差が大きくなっていることが分かった． 
各分子種ごとに RMSE の小さい方から順位を付け，各アルゴリズムごとに全分子種の順位を足し合わせると，

TRM_k2_oem（14），TRM_k1_oem（17）で小さい値が得られた．以下，順位の和が 39 ～ 48 のグループ（TRM_k2_hyb，
TRM_k0_hyb，TRM_k2_nrm，TRM_k1_nrm，TRM_k1_hyb，MEM_k2_hyb，TRM_k1），順位の和が 56 ～ 65 のグループ

（TRM_k0，TRM_k2，OEM_10km，TRM_k1_mxn，TRM_k2_mxn）と続き，OEM（85），MEM_k2（88）で大きい値が

得られた．このことから，誤差をなるべく小さくするという観点では TRM_k2_oem または TRM_k1_oem が良いアルゴ

リズムであると言える．正則化パラメータの設定が楽であることを加味すると，TRM_k2_hyb も良いアルゴリズムであ

る．理想的にはアルゴリズムを一つに限定せず，分子種ごとに最適なアルゴリズムを選択するのが良いと考えられる．

MEM_k2 は先験値の情報を利用しないために誤差が比較的大きくなっているが，信頼できる先験値が得られない場合は

選択肢に入れても良いと思われる． 
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表 2 比較を行った正則化アルゴリズム 

OEM TRM 
アルゴリズム 高度相関 アルゴリズム 次数 境界条件 a 規格化 b OEMc 
OEM × TRM_k1_hyb 1 ○ ○ ○ 
OEM_10km  ○（10 km） TRM_k2 2 ○ × × 

TRM TRM_k2_mxn 2 × × × 
アルゴリズム 次数 境界条件 a 規格化 b OEMc TRM_k2_nrm 2 ○ ○ × 
TRM_k0 0 ○ × × TRM_k2_oem  2 ○ × ○ 
TRM_k0_hyb 0 ○ × ○ TRM_k2_hyb  2 ○ ○ ○ 
TRM_k1 1 ○ × × MEM 
TRM_k1_mxn 1 × × × アルゴリズム 次数 OEMc 
TRM_k1_nrm 1 ○ ○ × MEM_k2 2 × 
TRM_k1_oem 1 ○ × ○ MEM_k2_hyb 2 ○ 

a: 次数𝑘𝑘 の正則化行列に𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 行列（正方行列）を用いて𝑘𝑘行のベクトルを境界条件とする 
b: 𝑳𝑳𝑘𝑘𝑇𝑇𝑳𝑳𝑘𝑘の代わりに𝑳𝑳𝑘𝑘𝑇𝑇𝑺𝑺𝑎𝑎−1𝑳𝑳𝑘𝑘 を用いて状態ベクトルの残差を規格化する 
c: OEM を組み合わせたハイブリッド法を用いる 

 
 

図 2 逆解析結果の誤差（実線）と真値（破線）の高度プロファイル．(a)  O3  (b)  HCl  (c)  ClO  (d)  HNO3  (e)  HO2  (f)  HOCl． 

(a) (b) (c) 

(d) (e) (f) 
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図 4 逆解析誤差の最小値（OEM_10km の値で規格化，各パネルの意味は図 2 と同じ） 

(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

 

 
図 3 逆解析誤差の正則化パラメータ依存性（OEM_10km の値で規格化，各パネルの意味は図 2 と同じ） 

(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 
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4. SMILES の逆解析手法 

SMILES L2 データ処理では，比較的誤差が小さく，正則化パラメータの設定が楽なハイブリッド法（TRM_k2_hyb）
を逆解析に使用する．このハイブリッド法では以下のような正則化項を使用する．  

 
𝑐𝑐hyb(𝒙𝒙) = (𝒙𝒙 − 𝒙𝒙𝑎𝑎)𝑇𝑇𝑺𝑺𝑎𝑎−1(𝒙𝒙 − 𝒙𝒙𝑎𝑎) + (𝒙𝒙 − 𝒙𝒙𝑎𝑎)𝑇𝑇𝑳𝑳2𝑇𝑇𝑺𝑺𝑟𝑟−1𝑳𝑳2(𝒙𝒙 − 𝒙𝒙𝑎𝑎) (20)  

  
𝑺𝑺𝑟𝑟−1 =  𝑴𝑴𝛼𝛼𝑺𝑺𝑎𝑎−1 (21)  

 
対角行列𝑴𝑴𝛼𝛼の対角要素は分子種ごとの正則化パラメータである．正則化パラメータの値は基本的に 10 とするが，解

の振動を強く抑える必要がある HOCl および HNO3に対してはそれぞれ 50 および 1000 とする． 
逆問題の解は式(20)を式(5)に代入して得られる以下の式を反復計算することで求められる． 
 
𝛿𝛿𝒙𝒙𝑖𝑖 =  �𝑲𝑲𝑖𝑖

𝑇𝑇𝑺𝑺𝑦𝑦−1𝑲𝑲𝑖𝑖 + 𝑺𝑺𝑐𝑐−1 + 𝜆𝜆𝑫𝑫𝑎𝑎
−1�−1�𝑲𝑲𝑖𝑖

𝑇𝑇𝑺𝑺𝑦𝑦−1�𝒚𝒚 − 𝑭𝑭(𝒙𝒙𝑖𝑖)� − 𝑺𝑺𝑐𝑐−1(𝒙𝒙𝑖𝑖 − 𝒙𝒙𝑎𝑎)� (22)  
  
𝑺𝑺𝑐𝑐−1 = 𝑺𝑺𝑎𝑎−1 + 𝑳𝑳2𝑇𝑇𝑺𝑺𝑟𝑟−1𝑳𝑳2 (23)  

 
解が収束したことの目安は解の変動が期待される誤差と同程度になることであり，式(24)の値が状態ベクトルの要素

数 𝑛𝑛 と同程度かどうかで判断できる． 
 
δ𝒙𝒙𝑖𝑖𝑇𝑇𝑺𝑺𝑥𝑥−1𝛿𝛿𝒙𝒙𝑖𝑖 = 𝛿𝛿𝒙𝒙𝑖𝑖𝑇𝑇�𝑲𝑲𝑖𝑖

𝑇𝑇𝑺𝑺𝑦𝑦−1�𝒚𝒚 − 𝑭𝑭(𝒙𝒙𝑖𝑖)� − 𝑺𝑺𝑐𝑐−1(𝒙𝒙𝑖𝑖 − 𝒙𝒙𝑎𝑎)� (24)  
  

𝑺𝑺𝑥𝑥−1 = 𝑲𝑲𝑖𝑖
𝑇𝑇𝑺𝑺𝑦𝑦−1𝑲𝑲𝑖𝑖 + 𝑺𝑺𝑐𝑐−1 (25)  

 
導出解𝒙𝒙� の特性を評価するために，真値𝒙𝒙 に関する偏微分 𝑨𝑨 = ∂𝒙𝒙�/ ∂𝒙𝒙 （Averaging Kernel Matrix，以降単に AKM と表

記）が有用である．AKM の行ベクトル（Averaging Kernel）∂𝑥𝑥𝚤𝚤�/ ∂𝒙𝒙 は高度グリッド𝑖𝑖 の導出解𝑥𝑥𝚤𝚤�  が各高度グリッドの真

値にどれほど感度があるかを表し，AKM の列ベクトル∂𝒙𝒙�/ ∂𝑥𝑥𝑗𝑗 は高度グリッド𝑗𝑗 の真値𝑥𝑥𝑗𝑗の変化が各高度グリッドの導出

解にどれほど影響を与えるかを表す．理想的な逆解析では AKM は単位行列となるが，現実的には Averaging Kernel の半

値全幅で表される有限の高度分解能を持ち，感度が過小（過大）である場合には Averaging Kernel の和は 1 より小さく

（大きく）なる．SMILES では以下の式を使って収束後の結果から AKM の見積もりを行っている． 
  
 𝑨𝑨 = 𝑺𝑺𝑥𝑥𝑲𝑲𝑇𝑇𝑺𝑺𝑦𝑦−1𝑲𝑲 (26)  
 
エラー比 𝑟𝑟𝑒𝑒 = �[𝑆𝑆𝑥𝑥]𝑖𝑖𝑖𝑖 [𝑆𝑆𝑐𝑐]𝑖𝑖𝑖𝑖⁄  は正則化によって与えられた観測以外の情報が解の正確さに寄与する割合を表し，これま

で SMILES では𝑟𝑟𝑒𝑒 が 0.5 より小さい高度を有効と判定してきた．しかしながら，OEM と TRM のハイブリッド法を導入

した場合，OEM に高度相関を入れないと有効高度範囲が狭く見積もられる傾向があった．そこで，有効高度範囲の判定

基準を Averaging Kernel の和が 0.6 以上となるように変更した．図 5(b)に見られるように，TRM の正則化が強く働くと

導出解の高度から遠く離れた高度に感度を持つことがあるため，Averaging Kernel の和を取る際は各高度グリッド± 2 グ

リッドの範囲（合計 5 グリッド）のみを考慮することにした．これにより OEM の高度相関を省き，TRM のみで解の振

動を制御することができるようになった． 

  

  

  

  
図 5 逆 解 析 で 得 ら れ た HCl の 導 出 解 と Averaging Kernel の 例 ． (a) TRM_k2_oem (b) TRM_k2_mxn ． 

各アルゴリズムについて，左パネルの実線は真値，破線は先験値および初期値，点と誤差棒は導出解 

およびその不確定性を示す．右パネルの実線は Averaging Kernel，点線は Averaging Kernel の和，破線は

各高度グリッド±2 グリッドの範囲における Averaging Kernel の和を示す． 

(a) (b) 
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OEM から OEM＋TRM のハイブリッド法に変更したことによる計算量の増加は Forward 計算等に必要な計算量に比べ

て僅かであり，SMILES L2 データ処理の所要時間への直接的影響は無視できる．ただし，高度グリッドの間隔を 2.5 km
に統一したことで状態ベクトルのサイズが増加したため，処理時間が少し増加した． 

 
 

5. まとめ 

SMILES L2 データ処理における逆解析を高度化するため，これまで用いられてきた Optimal Estimation Method（OEM）

に加え，Tikhonov Regularization Method （TRM），Maximum Entropy Method（MEM）についての調査を行った．6 つの

分子種（SMILES 観測 Band A の O3，Band B の HCl，Band C の ClO，Band C の HNO3，Band B の HO2，Band A の HOCl）
について，シミュレーションを用いて様々な正則化法を比較した結果，多くの場合に高度相関を入れた OEM よりも

OEM と TRM を組み合わせた方が良い結果が得られることが分かった．これは，OEM では先験値と観測値が与えられた

条件で最適な解が得られるものの，OEM の高度相関では正則化の強度が調整できないために解の振動を十分に抑えられ

ないのに対し，TRM では正則化パラメータの調整によって振動が効果的に抑えられるためと考えられる．MEM に関し

ては，適当な先験値がある場合は OEM や TRM に比べて誤差が大きくなることが確かめられた． 
OEMとTRMのハイブリッド法をO3，HCl，HNO3 の 3 分子種に適用したSMILES L2 v2.3，v2.4 はすでにデータが公開

され，様々な研究で使用されている 12,13)．現在はOEMとTRMのハイブリッド法を全ての分子種に適用したSMILES L2 
v3.0 の処理中であり，このデータは 2013 年の秋にリリースされる予定である ※． 
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