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ABSTRACT 
 

This paper introduces new numerical scheme for compressible Euler equation based on Logarithm conformation 

representation. With using Adaptive Mesh Refinement, the author shows some numerical calculation results about 

Sod Shock tube. 

1. はじめに 
航空工学や自動車工学では非定常・圧縮性（高

レイノルズ数）流体を扱う必要があるため，圧縮

性 Navier-Stokes 方程式が支配方程式として多く

利用されるが，時間方向・空間方向の高精度な離

散化を担保する必要があるため計算コストが膨

大となる．そこで，最適設計を行う際には，圧縮

性 Navier-Stokes 方程式と比較して計算コストを

抑制することが可能な、式(1)に記述している保

存系圧縮性 Euler 方程の利用が一般的である． 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + ∇ ⋅ �𝜕𝜕𝜌𝜌� = 0, 

 

(1-a) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜌𝜌
𝜕𝜕𝜕𝜕 + ∇ ⋅ �𝜕𝜕𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌� + ∇𝑝𝑝 = 0, 

 

(1-b) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + ∇ ⋅ ��𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑝𝑝�𝜌𝜌� = 0. 

 

(1-c) 

 

この圧縮性流体を扱う際，非圧縮性流体と比較

して，時空間に複雑な応力分布が発生し，局所的

に密度が集中する衝撃波が発生する．このような

場合には，衝撃波を高精度に捕捉する必要がある

ため，界面を高精度に解像することが可能な有限

体積法や不連続ガラーキン法等を用いた空間離

散化が行われるが，形状最適化を行う際には順問

題だけでなく逆問題を解く必要があるためアル

ゴリズムが非常に煩雑となることが予想される． 

近年，Multi Fidelity 設計を考慮したアプローチ

が注目を集めつつある．ここで，圧縮性 Navier-

Stokes 方程式を用いた設計を High-Fidelity 設計

とする．一方，圧縮性 Euler 方程式に対して何ら

かの数学的な操作を行った際に得られる簡易な

数理モデルを用いた設計をLow-Fidelity設計とす

ることで（厳密に圧縮性 Euler 方程式を解いてい

ないが），膨大な計算コストを緩和しつつ妥当な

最適形状が得られると考えられる．ここでは，

Low- Fidelity 設計を行う際の支配方程式として

式(2)に記述している F. De Vuyst が提案している

数理モデルを活用する．便宜上，本原稿では FDV

方程式と呼ぶこととする． 

 

𝐷𝐷𝐷𝐷�
𝐷𝐷𝜕𝜕 + ∇ ⋅ 𝜌𝜌 = 0, 𝐷𝐷� = log�𝜕𝜕�, 

 

(2-a) 
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𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷 + 𝑝𝑝

𝜌𝜌 ∇𝑎𝑎� = 0,  

(2-b) 

𝐷𝐷𝑎𝑎�
𝐷𝐷𝐷𝐷 + 𝛾𝛾∇ 𝛾 𝐷𝐷 = 0, 𝑎𝑎� = log�𝑝𝑝�. 

 

(2-c) 

 

当該数理モデルでは，ガラーキン法で離散化が

可能であり，更に移流項については直接法で演算

が可能な特性曲線法を用いることで，計算コスト

を大幅に抑制することが可能となる． 

 

2. 導出 
FDV 方程式(2)の導出には，非保存系圧縮性

Euler 方程(3)を利用することが便利である． 

 

𝐷𝐷𝜌𝜌
𝐷𝐷𝐷𝐷 + 𝜌𝜌�∇ 𝛾 𝐷𝐷� = 0, 

 

(3-a) 

𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷 + 1

𝜌𝜌 ∇𝑝𝑝 = 0,  

(3-b) 

𝐷𝐷𝑝𝑝
𝐷𝐷𝐷𝐷 + 𝜌𝜌𝜌𝜌��∇ 𝛾 𝐷𝐷� = 0. 

 

(3-c) 

 
𝑎𝑎� = log 𝜌𝜌 ,𝑎𝑎� = log 𝑝𝑝 ,𝑒𝑒�� = 𝜌𝜌, 𝑒𝑒�� = 𝑝𝑝を非保存系

圧縮性Euler方程式(3)に代入することで，FDV方

程式(2)が用意に得られる． 

 

3. 位相速度・適合方程式・保存料 
まず初めに，位相速度を調べることにする．𝑞𝑞

を下記のベクトルとすると， 

𝑞𝑞 = �𝑎𝑎�, 𝑢𝑢, 𝑎𝑎��� 
 

FDV 方程式(2)は式(4)のように記述し直すことが

可能である． 

 

𝑞𝑞� + 𝐴𝐴𝑞𝑞� = 0,  𝐴𝐴 = �
𝑢𝑢 1 0
0 𝑢𝑢 𝑝𝑝

𝜌𝜌
0 𝛾𝛾 𝑢𝑢

�. 
 

 

(4) 

 

位相速度は行列𝐴𝐴の固有値𝜆𝜆として評価すること

で， 

 
|𝐴𝐴 𝐴 𝜆𝜆𝐴𝐴| 

= �
𝑢𝑢 𝐴 𝜆𝜆 1 0

0 𝑢𝑢 𝐴 𝜆𝜆 𝑝𝑝
𝜌𝜌

0 𝛾𝛾 𝑢𝑢 𝐴 𝜆𝜆
� 

= �𝑢𝑢 𝐴 𝜆𝜆���𝑢𝑢 𝐴 𝜆𝜆�� 𝐴 𝜌𝜌�� 
= �𝑢𝑢 𝐴 𝜆𝜆��𝑢𝑢 𝐴 𝜆𝜆 𝐴 𝜌𝜌��𝑢𝑢 𝐴 𝜆𝜆 + 𝜌𝜌� 

 

𝜆𝜆 = 𝑢𝑢, 𝑢𝑢 𝐴 𝜌𝜌, 𝑢𝑢 + 𝜌𝜌となる．これは，非保存系圧縮

性 Euler 方程(3)の位相速度と一致する． 次に，

適合方程式を導出する．行列𝐴𝐴を対角化する際に

得られる左固有行列を𝐿𝐿として， 

 

𝐴𝐴 = �
𝑢𝑢 1 0
0 𝑢𝑢 𝑝𝑝

𝜌𝜌
0 𝛾𝛾 𝑢𝑢

� = 𝐿𝐿��, � = �
𝑢𝑢 0 0
0 𝑢𝑢 + 𝜌𝜌 0
0 0 𝑢𝑢 𝐴 𝜌𝜌

� , 

𝐿𝐿 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡1 0 𝐴 1

𝛾𝛾
0 1 𝜌𝜌

𝛾𝛾
0 1 𝐴 𝜌𝜌

𝛾𝛾⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

. 

 

式(4)に左固有行列𝐿𝐿を作用させることで，下記の

ODE が得られる． 

 

𝐷𝐷�𝑎𝑎� 𝐴 1
𝛾𝛾 𝐷𝐷�𝑎𝑎� = 0,  

(5-a) 

𝐷𝐷�𝑢𝑢 + 𝜌𝜌
𝛾𝛾 𝐷𝐷�𝑎𝑎� = 0,  

(5-b) 

𝐷𝐷�𝑢𝑢 𝐴 𝜌𝜌
𝛾𝛾 𝐷𝐷�𝑎𝑎� = 0.  

(5-c) 

 

その際，𝐷𝐷�は下記である． 

 

𝐷𝐷� = 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝐷𝐷 + 𝜆𝜆�

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 , 𝜆𝜆� = 𝑢𝑢, 𝜆𝜆� = 𝑢𝑢 + 𝜌𝜌, 𝜆𝜆� = 𝑢𝑢 𝐴 𝜌𝜌 

 

式(5)を変数変換することで式(6)が得られるが，

これは非保存系圧縮性 Euler 方程(3)の適合方程
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式と一致する． 

 

𝐷𝐷�𝜌𝜌 𝜌
1
𝑐𝑐� 𝐷𝐷�𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝 

 

(6-a) 

𝐷𝐷�𝑢𝑢 𝑢
1
𝜌𝜌𝑐𝑐 𝐷𝐷�𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝  

(6-b) 

𝐷𝐷�𝑢𝑢 𝜌
1
𝜌𝜌𝑐𝑐 𝐷𝐷�𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝  

(6-c) 

 

このことから，FDV 方程式(2)が特性線上に限り

リーマン不変量(7)を保存することは明らかであ

る． 

 
𝑝𝑝
𝜌𝜌�𝑝 

 

(7-a) 

𝑢𝑢 𝑢 2
𝛾𝛾 𝜌 1 𝑐𝑐𝑝 

 

(7-b) 

𝑢𝑢 𝜌 2
𝛾𝛾 𝜌 1 𝑐𝑐𝑝 

 

(7-c) 

 

しかしながら，非保存系圧縮性 Euler 方程(3)と同

様に FDV 方程式(2)もまた保存系圧縮性 Euler 方

程(1)の保存料(8)やエントロピー(9)を全て保存す

る訳ではない． 

 

� 𝜕𝜕𝜌𝜌
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑝 𝑝𝑝 

 

(8-a) 

� 𝜕𝜕𝜌𝜌𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑝 𝑝𝑝 
 

(8-b) 

� 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 �

𝑝𝑝
𝛾𝛾 𝜌 1 𝑢

1
2𝜌𝜌𝑢𝑢

��
�

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑝 𝑝𝑝 
 

(8-c) 

� 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ����

𝑝𝑝
𝜌𝜌���

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑝 𝑝𝑝 
 

(9) 

 

式(8-a)は保存することが自明であるが，式(8-b), 

(8-b),が保本量であることは一般に示せない．ま

た(9)は特性線上で保存することは示せるが，そ

の他の領域では保存しないこととなる．このよう

な事情から，保存料 (8,9) は Adaptive Mesh 

Refinement (AMR)を用いて高精度に近似するこ

とにする． 

 

(8-a): 

� 𝜕𝜕𝜌𝜌
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑 � 𝜌𝜌𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑝 𝜌� 𝜌𝜌�𝑢𝑢 ⋅ ∇𝜕𝜕� 𝑢 �∇ ⋅ 𝑢𝑢��
�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑝 𝜌� �𝑢𝑢 ⋅ ∇𝜌𝜌 𝑢 𝜌𝜌�∇ ⋅ 𝑢𝑢��
�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑝 𝜌� ∇ ⋅ �𝜌𝜌𝑢𝑢�
�

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑝 𝑝𝑝 

 

(8-b): 

� 𝜕𝜕𝜌𝜌𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑝 � 𝜌𝜌𝜕𝜕𝑢𝑢𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑢� 𝑢𝑢 𝜕𝜕𝜌𝜌𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

≤ � 𝜌𝜌𝜕𝜕𝑢𝑢𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑢 ‖𝑢𝑢‖��� �� 𝜕𝜕𝜌𝜌

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝑑𝑑𝑑𝑑�

�
𝑑

𝑝 𝜌� 𝜌𝜌𝜌𝜌 ⋅ 𝜌𝜌𝜌𝜌
�

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜌� 𝜌𝜌 ⋅ �𝑝𝑝𝑝𝑝�
�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑝 𝜌� 𝜌𝜌𝜌𝜌 ⋅ 𝜌𝜌𝜌𝜌
�

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑 𝑝𝑝 

 

(8-c): 

� 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 �

𝑝𝑝
𝛾𝛾 𝜌 1 𝑢

1
2𝜌𝜌𝑢𝑢

��
�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑝 1
𝛾𝛾 𝜌 1�

𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑢 1

2‖𝑢𝑢‖��
� �� 𝜕𝜕𝜌𝜌𝑢𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝑑𝑑𝑑𝑑�

�
𝑑

≤ 1
𝛾𝛾 𝜌 1� 𝑝𝑝 �𝑢𝑢 ⋅ ∇𝜕𝜕� 𝑢 𝛾𝛾�∇ ⋅ 𝑢𝑢��

�
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢 1
2‖𝑢𝑢‖��

� �𝜌� 𝜌𝜌𝜌𝜌 ⋅ 𝜌𝜌𝜌𝜌
�

𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑑

𝑝 1
𝛾𝛾 𝜌 1� �𝑢𝑢 ⋅ ∇𝑝𝑝 𝑢 𝛾𝛾𝑝𝑝�∇ ⋅ 𝑢𝑢��

�
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢 1
2‖𝑢𝑢‖��

� �𝜌� 𝜌𝜌𝜌𝜌 ⋅ 𝜌𝜌𝜌𝜌
�

𝑑𝑑𝑑𝑑� 𝑑 𝑝𝑝 

 

229第55回流体力学講演会／第41回航空宇宙数値シミュレーション技術シンポジウム論文集

This document is provided by JAXA.



 

(9): 

� 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 �log

𝑝𝑝
𝜌𝜌���

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑 � 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝛾𝛾� − 𝛾𝛾𝛾𝛾��

�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑 −� �𝑢𝑢 𝑢 𝑢𝛾𝛾� + 𝛾𝛾�𝑢 𝑢 𝑢𝑢��
�

𝑑𝑑𝑑𝑑

+� 𝛾𝛾 �𝑢𝑢 𝑢 𝑢𝛾𝛾� + �𝑢 𝑢 𝑢𝑢��
�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑 � �−𝑢𝑢 𝑢 𝑢𝛾𝛾� + 𝛾𝛾𝑢𝑢 𝑢 𝑢𝛾𝛾��
�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑 � 𝑢𝑢 𝑢 𝑢�𝛾𝛾� − 𝛾𝛾𝛾𝛾��
�

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑 𝑑𝑑 

 

4. Adaptive Mesh Refinement 
本研究では，Freefem++にインプリメントされ

ている AMR solver を利用する．この AMR solver

は，有限要素法における誤差解析を利用している．

任意の関数𝑢𝑢を有限要素空間に射影する作用素

𝛱𝛱�とすると𝛱𝛱�𝑢𝑢�𝒙𝒙�は基底関数𝜓𝜓��𝒙𝒙�を用いて下

記のように記述できる． 

 

𝛱𝛱�𝑢𝑢�𝒙𝒙� 𝑑 𝑢𝑢��𝒙𝒙� 𝑑�𝑢𝑢�𝒑𝒑��
�

���
𝜓𝜓��𝒙𝒙�𝑑 

 

そして，連続空間における関数𝑢𝑢と有限要素空間

における関数𝛱𝛱�𝑢𝑢�𝒙𝒙�との𝐿𝐿�ノルムは下記のよう

に評価することが可能である． 

 

‖𝑢𝑢 − 𝛱𝛱�𝑢𝑢‖����� ≤
𝜆𝜆�
2 max𝒙𝒙�� max���,�,�

⟨𝒆𝒆�, |𝐻𝐻��𝒙𝒙�|𝒆𝒆�⟩𝑑 

 

その際，𝒆𝒆�は三角形要素おけるエッジのベクトル，

𝐻𝐻�は関数𝑢𝑢のヘッシアンである．この𝐿𝐿�ノルムを

最小化するように三角形要素を生成する．なお，

関数𝑢𝑢を保存料(8,9)と置き換えて AMR を施すこ

とで，非保存系圧縮性 Euler 方程(3)から導出され

た FDV 方程式(2)を計算する際に，保存料(8,9)を

高精度に近似することが期待される． 

 

5. 数値計算モデルの導出 
本研究では，時間方向に対して𝐶𝐶�級 2 次精度

の数理モデルを導出する． 初めに，密度につい

て考察する．𝒙𝒙を解析領域における座標として，

𝜌𝜌���を上流点𝒚𝒚においてテイラー展開すると 
 

𝜌𝜌����𝒚𝒚� 𝑑 𝜌𝜌����𝒙𝒙� − 𝛥𝛥𝜕𝜕𝛥𝛥
𝑢 𝛻𝛻𝜌𝜌����𝒙𝒙�𝑑 

(10) 

 
となる．そこで，評価点�𝒙𝒙, 𝜕𝜕��における速度場𝛥𝛥
を時間 2 次精度で近似することで𝛥𝛥 𝑑 𝑢𝑢� 𝑑
2𝑢𝑢��� − 𝑢𝑢���得られる．また，評価点�𝒙𝒙, 𝜕𝜕��と評

価点�𝒚𝒚, 𝜕𝜕����における微小領域の関係式は下記

のように記載できる． 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑 �1 − 𝛥𝛥𝜕𝜕 𝛻𝛻 𝑢 𝛥𝛥

+ 𝛥𝛥𝜕𝜕�det��𝛻𝛻𝛥𝛥����

+ 𝑜𝑜�𝛥𝛥𝜕𝜕���𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

 
(11) 

 
そして，式(10,11)を下記の積分に代入する． 
 

� 𝜌𝜌����𝒚𝒚�𝑑𝑑𝑑𝑑
��𝒚𝒚�

𝑑 � � 𝜌𝜌����𝒙𝒙� − 𝛥𝛥𝜕𝜕�𝛥𝛥 𝑢 𝛻𝛻𝜌𝜌��� + �𝛻𝛻 𝑢 𝛥𝛥�𝜌𝜌����
+𝛥𝛥𝜕𝜕���𝛻𝛻 𝑢 𝛥𝛥�𝛥𝛥 𝑢 𝛻𝛻𝜌𝜌��� + det��𝛻𝛻𝛥𝛥����𝜌𝜌�������𝒙𝒙�

 

 
最終的に，下記のように時間方向に対して𝐶𝐶�級 2
次精度の物質微分を近似する． 
 

𝐷𝐷𝜌𝜌�
𝐷𝐷𝜕𝜕 𝑑 𝜌𝜌��𝒙𝒙� − 𝜌𝜌����𝒙𝒙�

𝛥𝛥𝜕𝜕 𝑑

+𝛥𝛥 𝑢 𝛻𝛻𝜌𝜌��� + �𝛻𝛻 𝑢 𝛥𝛥�𝜌𝜌���𝑑
−𝛥𝛥𝜕𝜕��𝛻𝛻 𝑢 𝛥𝛥�𝛥𝛥 𝑢 𝛻𝛻𝜌𝜌���
+ det��𝛻𝛻𝛥𝛥����𝜌𝜌����𝑑 

 
 
(12) 

 
次に，𝛾𝛾� 𝑑 log 𝜌𝜌,𝑒𝑒�� 𝑑 𝜌𝜌に加え，時間微分項を時

間方向に離散化した下記の式を用いることで 
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𝜌𝜌��𝒙𝒙� − 𝜌𝜌����𝒙𝒙�
𝛥𝛥𝛥𝛥 ≈ 𝜌𝜌��� 𝑎𝑎���𝒙𝒙� − 𝑎𝑎�����𝒙𝒙�

𝛥𝛥𝛥𝛥  

 
𝑎𝑎�に関する支配方程式が得られる． 
 

𝐷𝐷𝑎𝑎����

𝐷𝐷𝛥𝛥 + �𝛻𝛻 𝛻 𝛻𝛻� 

−𝛥𝛥𝛥𝛥��𝛻𝛻 𝛻 𝛻𝛻�𝛻𝛻 𝛻 𝛻𝛻𝑎𝑎���� + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝛥𝛥��𝛻𝛻𝛻𝛻����� = 0 
 
ここで，𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝛥𝛥は物質微分であり特性曲線法を用

いて近似するが，1 次精度と 2 次精度が既に提案

されている． 
1 次精度： 

𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝛥𝛥 �𝒙𝒙𝒙 𝛥𝛥�� = 𝐷𝐷��𝒙𝒙� − 𝐷𝐷����𝒚𝒚�

Δ𝛥𝛥 + 𝑜𝑜�Δ𝛥𝛥�𝒙 

 
2 次精度： 

𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝛥𝛥 �𝒙𝒙𝒙 𝛥𝛥�� = 3𝐷𝐷��𝒙𝒙� − 4𝐷𝐷����𝒚𝒚� − 𝐷𝐷����𝒛𝒛�

2Δ𝛥𝛥
+ 𝑜𝑜�Δ𝛥𝛥�� 

 
その際，𝒚𝒚 = 𝒙𝒙 − 𝛥𝛥𝛥𝛥𝛻𝛻𝒙 𝛻𝛻 ≈ 2𝒚𝒚��� − 𝒚𝒚���𝒙 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙 −
2𝛥𝛥𝛥𝛥𝛻𝛻である．他の支配方程式に対しても同様の

手続きで導出することが可能である． 
 
6. 弱形式 
 ここでは，FDV 方程式(2)の弱形式と時間方向

に対して𝐶𝐶�級 2 次精度の数理モデル（Modified 
FDV 方程式）の弱形式を記載する． 
 

FDV 方程式 
Density: 

� 𝑎𝑎���𝒙𝒙� − 𝑎𝑎�����𝒚𝒚�
𝛥𝛥𝛥𝛥 𝑣𝑣𝑑𝑑𝑣𝑣

�
− � 𝒚𝒚� ∙ 𝛻𝛻𝑣𝑣𝑑𝑑𝑣𝑣

�
= 0 

 
 
 

Velocity: 

� 𝒚𝒚��𝒙𝒙� − 𝒚𝒚����𝒚𝒚�
𝛥𝛥𝛥𝛥 𝛻 𝒗𝒗𝑑𝑑𝑣𝑣

�
+ � 𝑝𝑝�

𝜌𝜌∗��� 𝛻𝛻𝑎𝑎�� ∙ 𝒗𝒗𝑑𝑑𝑣𝑣
�

= 0 
 
Pressure: 

� 𝑎𝑎���𝒙𝒙� − 𝑎𝑎�����𝒚𝒚�
𝛥𝛥𝛥𝛥 𝑤𝑤𝑑𝑑𝑣𝑣

�
− � 𝛾𝛾𝒚𝒚� ∙ 𝛻𝛻𝑤𝑤𝑑𝑑𝑣𝑣

�
= 0 

 
Modified FDV 方程式 

Density: 

� 𝐷𝐷
𝐷𝐷𝛥𝛥 �𝑎𝑎���𝒙𝒙�𝒙 𝑎𝑎�����𝒚𝒚�𝒙 𝑎𝑎�����𝒛𝒛�𝒙 𝛻𝛻�𝑣𝑣𝑑𝑑𝑣𝑣

�
 

− � 𝒚𝒚� ∙ 𝛻𝛻𝑣𝑣𝑑𝑑𝑣𝑣
�

= 0 

 
Velocity: 

� 𝐷𝐷
𝐷𝐷𝛥𝛥 �𝒚𝒚��𝒙𝒙�𝒙 𝒚𝒚����𝒚𝒚�𝒙 𝒚𝒚����𝒛𝒛�𝒙 𝛻𝛻� 𝛻 𝒗𝒗𝑑𝑑𝑣𝑣

�
 

+ � 𝑝𝑝�

𝜌𝜌∗��� 𝛻𝛻𝑎𝑎�� ∙ 𝒗𝒗𝑑𝑑𝑣𝑣
�

= 0 

 
Pressure: 

� 𝐷𝐷
𝐷𝐷𝛥𝛥 �𝑎𝑎���𝒙𝒙�𝒙 𝑎𝑎�����𝒚𝒚�𝒙 𝑎𝑎�����𝒛𝒛�𝒙 𝛻𝛻�𝑤𝑤𝑑𝑑𝑣𝑣

�
 

− � 𝒚𝒚� ∙ 𝛻𝛻𝑤𝑤𝑑𝑑𝑣𝑣
�

+ � �𝛾𝛾 − 𝛾� 𝑝𝑝�

𝑝𝑝��� �𝛻𝛻 𝛻 𝒚𝒚�𝑤𝑤𝑑𝑑𝑣𝑣
�

= 0 

 
そこで， 

𝐷𝐷
𝐷𝐷𝛥𝛥 �𝑎𝑎��𝒙𝒙�𝒙 𝑎𝑎����𝒚𝒚�𝒙 𝑎𝑎����𝒛𝒛�𝒙 𝛻𝛻� 

= 3𝑎𝑎��𝒙𝒙� − 4𝑎𝑎����𝒚𝒚� + 𝑎𝑎����𝒛𝒛�
2𝛥𝛥𝛥𝛥  

−𝛥𝛥𝛥𝛥��∇ 𝛻 𝛻𝛻�𝛻𝛻 𝛻 ∇𝑎𝑎 + 𝒌𝒌𝒌��𝛻𝛻𝛻𝛻�����𝒙 
である． 
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7. 数値計算例：Sod Shock Tube 
ここで，7 case の AMR を行った結果を図示す

る．Case (1)は AMR を行わなかった計算結果で

あるが全く異なった結果となった．Case (2,3)は
衝撃波については概ね妥当な結果となったが，接

触不連続面が鈍った分布となった．次に，Case 
(4)では接触不連続面を精度よく解像するために，

エントロピーを用いた．その結果，接触不連続面

は精度よく解像出来たものの，衝撃波が全く異な

る結果となった．次に，Case (5)では特性線上の

不変量を精度よく近似するために，リーマン不変

量を用いたが，接触不連続面が鈍った分布となっ

た．次に，Case (6)では式(8)を用いて AMR を行

ったが，衝撃波でオーバーシュートが発生した．

Case (7)では式(8,9) を用いて AMR を行ったが，

オーバーシュートが発生することもなく妥当な

結果が得られた．  
 

Case (1) AMR なし 
 

Case (2) AMR あり:𝜌𝜌𝜌 𝜌𝜌𝜌 𝜌𝜌 
 

Case (3) AMR あり:𝑎𝑎�𝜌 𝜌𝜌𝜌 𝑎𝑎� 

Case (4) AMR あり:𝑎𝑎� − 𝛾𝛾𝑎𝑎� 
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Case (5) AMR あり:Riemann Invariant 
 

Case (6) AMR あり:𝜌𝜌𝜌 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 �
��� +

�
� 𝜌𝜌𝜌𝜌� 

 

Case (7) AMR あり:𝜌𝜌𝜌 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 �
��� +

�
� 𝜌𝜌𝜌𝜌�𝜌 𝑎𝑎� −

𝛾𝛾𝑎𝑎� 
図１．Sod Shock Tube の数値計算結果． 

 
8. まとめ 
本 講 演 で は ， Logarithm conformation 

representation による圧縮性流体ソルバーに関

して，圧縮性 Euler 方程式に関して数値計算ア

ルゴリズムを構築した．そして，Sod Shock tube
の計算結果を通して適切な AMR 法も併せて提

案した．今後は，Shu Osher Shock tube や

Double Mach Reflection 等の代表的な問題に対

して適用し，その妥当性を数値的に検証する． 
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