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音響振動解析のための数値計算法に関する研究* 
高橋  孝*1、村上 桂一*1、青山 剛史*1、相曽 秀昭*1 

Study on Numerical Prediction Approaches for Vibroacoustic Analysis* 

Takashi TAKAHASHI*1, Keiichi MURAKAMI*1, Takashi AOYAMA*1 and Hideaki AISO*1 

ABSTRACT 
Spacecraft are placed at the top of launch vehicles, and are excited with mechanical vibrations  via interfaces between spacecraft and 

launch vehicles during launch. In addition to such mechanical vibrations, the spacecraft are also exposed to acoustic pressure with wide 
frequency range. Lightweight and large area structures, such as solar arrays and antenna dishes, and components with relatively high 
natural frequencies are sensitive to acoustic loads. We have studied on a series of numerical simulation techniques for searching main 
acoustic sources at lift-off, and analyzing acoustic wave propagation, transmission through fairing and spacecraft acoustic vibrations. This 
paper focuses on numerical prediction approaches for steady-state coupled interior vibro-acoustic problems, especially for spacecraft 
structural vibrations by acoustic loads with the wide frequency range acted during the lift-off. Numerical prediction of vibro-acoustic 
responses might enable us to cover the ground acoustic tests, and is therefore quite important to design and develop reliable spacecraft. For 
spacecraft vibro-acoustic simulations, there are deterministic prediction techniques such as finite element method (FEM) and boundary 
element method (BEM) applicable in the low frequency range, and statistical ones such as statistical energy analysis (SEA) in the high 
frequency range. However, there generally exists mid-frequency range where no mature numerical methods are applicable. In this paper, 
some FE analyses are firstly investigated using some simple models to check FE modeling techniques and responses by structural analysis 
with random acoustic loads. In addition, the simple primary structure with some stiffeners of a large spacecraft is modeled, and is used to 
solve the eigen value problem, and transient and steady-state analysis with random acoustic loads. Some results show that FEM is limited 
to be applied in low frequency range. Then, a novel deterministic prediction approach called the wave based method (WBM) is considered 
to be applied to vibro-acoustic analysis with higher frequency range. Using a 2-dimensional WBM code developed in this study, some 
coupled vibro-acoustic problems are solved to verify the code and to understand some fundamental features of WBM. Moreover, an 
uncoupled acoustic problem and a spacecraft vibro-acoustic problem inside a payload fairing are modeled, and solved using the WBM code 
and commercial FEM software. The results show that WBM is quite practical without using meshes, and has high potential for the vibro-
acoustic analysis in the wide frequency range due to no numerical dispersion errors. 
 
Keywords: coupled vibroacoustic analysis, finite element method, wave based method 

概 要 

打上げ時の宇宙機には、ロケットの間のインターフェイスを通じて機械振動が加わる。さらに、広い周波数成分をもつ音

圧が宇宙機表面に加わることにより振動する。太陽電池パドルやアンテナなど軽量で大きな面積をもつ構造や、比較的高い固

有振動数をもつコンポーネントは、音響荷重に影響されやすい。この音響振動の数値予測手法に着目すると、既存の解析手法

としては、低周波側では有限要素法(FEM)等の決定論的手法、高周波側では統計的エネルギー法(SEA)等の確率統計的手法が

適用されている。しかし、一般に両手法では信頼性の高い解析のできない中間周波数領域が存在することが知れている。そこ

で、本論文では、まず、低周波領域における解析に留まっている FEM の性質について議論するため、FEM の基本的なモデン

グ手法や解析手法等について整理し、単純なモデルのランダム応答解析を実施した。さらに、補強材を含む単純な衛星主構造

モデルを用いて、FEM による衛星の音響振動解析を実施した。これらの解析結果から、数値分散誤差の影響や音響と構造の

連成解析の重要性について明らかにした。次に、このような要素ベース手法の欠点を克服するために新たに提案された波動ベ

ース法(WBM)について議論した。まず、本研究において開発した 2 次元 WBM 解析コードと商用 FEM ソフトウェアを用いて、

いくつかの単純な音響構造連成解析と非連成音響解析を行い、WBM コードの検証を行うとともに基本的な WBM の性質を把

握した。そして、この結果を踏まえて、フェアリング内の衛星の音響振動連成解析を実施した。以上の結果から、WBM の音

響振動連成解析における高精度な決定論的性質が確かめられた。つまり、支配方程式を厳密に満たす波動関数の性質により

数値分散誤差を伴わないことから、既存の解析手法で精度の高い解析ができない中間周波数領域を含む広い周波数領域にお

ける解析が可能であることが分かった。さらに、空間離散化（メッシュ）を必要としないため、モデル化が非常に容易で計

算負荷の小さい実用的な手法であることが分かった。 
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1. はじめに 
ロケットの打ち上げ時には、ロケットの推進力や空力な

どによる比較的低周波な機械振動（通常、正弦波振動試験

で 5～100 [Hz]を考慮）とランダムな機械振動（通常、ラン

ダム振動試験で 20～2,000 [Hz]を考慮）がロケットとのイン

ターフェイスを通じて搭載衛星に加わる（メカパス）。さ

らに、数 10,000 [Hz]以上に及ぶ広い周波数成分（通常、音

響試験で 20～2,000 [Hz]を考慮）を有する音響荷重がフェア

リングを透過して、衛星の外部表面に加わる（エアパス）。

遷音速時にも境界層の剥離や衝撃波などによって音響振動

が発生するが、通常、音圧レベル（Sound Pressure Level、以

下、SPL）としては打ち上げ時のほうが大きい。このような

衛星の打ち上げ環境を、模式的に図 1.1 に示す。 
一般に、小型、軽量で剛性の高い衛星では、ランダム機

械振動と音響振動は似たような応答になり（実際、ランダ

ム振動試験を音響試験の代替にすることもある）、剛性の

比較的低い大型衛星では、両者による応答が異なる傾向を

示す。特に、固有振動数が数 100 [Hz]と高いセンサーやアク

チュエータなどの衛星搭載機器や、軽量で大面積の二次構

造（太陽電池パドル、アンテナ等）などには、音響振動が

大きな影響を与える可能性がある 1), 2)。音響振動による不具

合モードには、次の 3 つが考えられる。一つは、構造物の

パネル、補強材、電気コネクタなどに音響疲労によるクラ

ックが入る不具合。もう一つは、音響振動による摩擦に起

因してベアリングなどが金属磨耗や変形をする不具合。

後に、電気部品に対する電気的ノイズなどの不具合である。 
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図 1.1  衛星の打ち上げ環境 

そこで、我々はシミュレーションによる一連の事前予測

があまり進められていない音響解析に注目し、ロケット打

ち上げ時の音響発生メカニズムの解明から搭載衛星の音響

加振に至る、以下の評価手法の確立を目指している。 

(a) 音源解析： 射場を含む打ち上げ時の主要音源を特定す

るため、予測される音源を個別に解析する手法の構築。 
(b) 伝播解析： 音源からフェアリングまでの音の伝播を解

析し表面圧力変動履歴を評価する手法の構築。 
(c) 透過解析： 外部音圧レベルを入力とするフェアリング

の透過解析手法の構築 
(d) 振動解析： フェアリング内部（表面）の音圧レベルを

入力とする衛星の音響構造振動解析手法の構築 

本研究では、この内の(d)、つまり、フェアリング内に伝わ

った音波の影響による衛星の構造振動に注目しており、そ

れについて検討した結果と課題について述べる。 
従来、衛星の音響振動に関する解析には、統計的エネル

ギー解析（Statistical Energy Analysis、以下 SEA）3)が適用さ

れてきた 4-7)。「フィル・エフェクト(fill effect)」、あるいは、

「フィル・ファクター(fill factor)」と呼ばれるフェアリング

内の局所的な SPL の変化に関する簡易評価式も、SEA の考

え方に基づいて与えられている 8)。実際、個々のモードの区

別が難しく、物性値や材料寸法のばらつきに対して応答が

非常に敏感になる高周波領域では、確率統計的な取り扱い

が本質的となるために SEA が適している。しかしながら、

SEA はあくまで統計的に大局的な応答レベルを把握するも

のであり、搭載機器配置などの局所的な影響を検討するこ

とは難しい。また、SEA では、その統計的な性質から、暗

に高いモード密度を仮定しているため、空間的にも周波数

的にもある程度大きな区間に分割しなければならず、解析

結果もその区間における平均的な値が得られるだけである。

さらに、その前提条件が崩れる低周波においては精度が劣

るという特徴がある。 
一方、100 [Hz]程度以下の低周波における構造解析では、

有限要素法（Finite Element Method、以下 FEM）9)が現時点

で殆ど唯一の解析手法として用いられてきている。現状、

宇宙機の構造解析において、100 [Hz]以下程度の低周波領域

における解析に適用されるほぼ唯一の手法である 10)。宇宙

機の音響振動解析においても、いくつかの単純な構造に対

して適用されている 11), 12)。しかし、解析周波数が高くなる

と数値分散誤差 (numerical dispersion error) が補間誤差

(interpolation error)に比べて支配的となり、それを許容範囲

内に収めるためには解析の自由度が爆発的に大きくなると

いう問題がある。 
宇宙機の音響振動解析に限らず、自動車や航空機などの

一般的な騒音解析においても、高周波側の手法（SEA な

ど）と低周波側の手法（FEM など）のいずれの手法でも信

頼性の高い解析のできない周波数領域（中間周波数領域

(mid-frequency range)）が存在すると指摘されている 13)。そ

こで、既存のアプローチを高度化したり、新たな手法を提

案したりして、この狭間を埋めるために多くの研究がなさ

れてきているのが現状である。図 1.2 に、既存の音響振動解

析手法により解析可能な周波数領域の比較と、対応する宇

宙機の固有振動数を示す。宇宙機にとって重要な点は、図

1.2 の点線で示した中間周波数領域に、宇宙機の音響設計に
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関してクリティカルな搭載機器の固有振動数が含まれるこ

とである。 
本論文では、共振ピークなどの局所的な応答を解析でき

る決定論的な手法に注目し、搭載機器の固有振動数を含む

少なくとも数 100 [Hz]程度までの周波数領域に対応し、二次

構造や機器レベルの局所的な応答解析まで行うことを目標

とする。その第一段階として、FEM によるモデリングやラ

ンダム応答解析などの基本的な事柄の確認を行う。さらに、

簡単な衛星主構造モデルや二次構造モデルを構築し、音響

負荷による構造解析を実施して振動の様子を調べる。次に、

FEM などの既存の手法の欠点を克服するために提案された

波動ベース法（Wave Based Method、以下 WBM）13)に着目

する。そして、この手法を、解析周波数領域の広い宇宙機

の 2 次元内部定常音響振動解析に適用することにより、モ

デル化の容易さや計算負荷などの性質、実用性について検

討し、その結果について述べる。 

2. 有限要素法による従来の解析手法 
まず、FEM で解析を行う上で留意すべき点と、音響振動

解析で必須となるランダム応答解析についてまとめる。 

2.1 誤差 
ガラーキン法に基づく FEM の近似精度は、補間誤差と

数値分散誤差（あるいは汚染誤差(pollution error)とも呼ばれ

る）に分けて考えることができる 14), 15)。以下、それぞれの

誤差について述べ、解析に必要な指標を考える。 

補間誤差 

補間誤差は、一般に単純な多項式形状関数を利用して応

答変数を近似して記述することから生じる。この補間誤差

を許容範囲内に保つために、次の関係式が適用される 14)。 

 int

p
kh

C
p

θ =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

%%
 (2.1) 

ここで、p は多項式形状関数の次数、Cint は定数、L を問題

寸法、k(=2πf/c)を応答の波数、f を周波数[Hz]、c を応答の

伝播速度、h を要素サイズとして、無次元量 k% =Lk、
h% =h/L と定義する。この関係を 1 次要素(p=1)に Cint<1 と

して適用すると、 

 
2

h
λ

<
π

,   
1

2
c

f
h

<
π

 (2.2) 

のように、応答の波長λにつき少なくとも 7(>2π)個の要素

に区切る必要がある。2 次要素(p=2)では、 

 h
λ

<
π

,   
2

2
c

f
h

<
π

 (2.3) 

のように、応答の波長につき少なくとも 4(>π)要素が必要と

なる。つまり、補間誤差に関しては、応答の波長につき一

定の数の要素に分割することで許容範囲内に保つことがで

きるという単純な指標が得られる。 

数値分散誤差 

数値分散誤差は、厳密で連続な支配方程式から得られる

解と、離散化された数値的な支配方程式の解の波数が異な

ることで認識される誤差である。つまり、空間等を離散化

するあらゆる数値解法には必ず存在する誤差の一つである。

図 1.2  従来の音響振動解析と今後の方向性 
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一般に FEM による解析においては、低周波領域では補間誤

差が、高周波領域では分散誤差が支配的となる。この分散

誤差を許容範囲内に保つためには、次の関係式が適用され

る 14)。 

 2
disk Cθ =%  (2.4) 

ここで、Cdis は定数である、Cdis<1 として 1 次と 2 次の要

素にこの関係式を適用すると、 
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を得る。つまり、分散誤差は、補間誤差で用いられた単純

な指標(2.1)では制御できないことが分かる 15)。 
以上より、FEM を用いて許容範囲内の精度で解を得るた

めには、式(2.1)だけでなく式(2.4)も考慮する必要があり、周

波数が高くなるほど解析の次元が急激に大きくなってしま

う。 

2.2 ランダム応答解析 
衛星の設計段階では、次の Miles の式 16) 

 ( ){ } ( )2

n uu n2
E x t f QW f

π
= &&&&

&&  (2.7-a) 

あるいは、平方根をとって、 

 ( )rms n uu n2
x f QW f

π
= &&&&

&&  (2.7-b) 

を用いて、ランダム振動応答である加速度 RMS 値 rmsx&& を簡

易的に概算することが多い。ちなみに、加速度パワースペ

クトル密度（以下、PSD）関数（ASD とも呼ばれる）

( )uu nW f&&&& の単位が[g2/Hz]（g は重力加速度）ならば、 rmsx&&
の単位は[g]となるので Grms と呼ばれる。ここで、fnは固有

周波数、Q (= 1/(2ζ))は増幅ファクター（あるいは、Q 値）、

ζは減衰比である。しかしながら、ここではより一般的な複

雑な構造に対して、FEM を用いた音響振動解析の理論的な

考察を行う。 
実際の構造物を、FEM を用いて n 個の要素に離散化し

たときの運動方程式は、 

 ( ) ( ) ( ) ( )t t t t+ + =Mx Cx Kx f&& &  (2.8) 

の形式で書ける。ここで、t は時間、M、K、C∈Rn×n
は、

それぞれ質量行列、剛性行列、減衰行列、f(t)、x(t)∈Rn
は

力ベクトル、変位ベクトルである。力ベクトル f(t)の要素

fa(t)は、 

 ( ) ( ) ( )
a

a a a aA
f t p t dA p t A= ≈∫    (a=1,...,n) (2.9) 

と表せる（図 2.1 参照）。Aa は節点 a に関連する面積であ

り、pa(t)は Aa に働く圧力である。ただし、解析ツールによ

っては、式(2.9)に基づいて各要素に圧力を与えても、ツー

ル内部では自働的に節点力に割り振られることになる。 

 
図 2.1 節点 a に関連付けられた面積 Aaと圧力 pa 

周波数応答解析には、式(2.8)そのものを直接フーリエ変

換して解く直接法と、振動モードの重ね合わせを利用して

解くモーダル法があるが、ここではモーダル法についての

一般的な定式化について簡単に述べる。モード解析 17)を用

いると、運動方程式(2.7)は、次式のような非連成な 1 自由

度系で表現できる。 

 ( ) ( ) ( ) ( )22i i i i i i it t t tξ ζ ω ξ ω ξ ψ+ + =&& &  

 (i=1,...,e) (2.10) 

ここで、e は採用したモード数（一般に、e≪n）、ζiは減衰

比、ωi は i 次固有振動数、ψi(t) ( )( )T
i it mfφ は一般化

力、φi∈Rn
は i 次モード形状、mi は一般化質量（正規化さ

れれば 1）、T は行列の転置を表す。周波数領域では、解析

角周波数をωとして、 

 ( ) ( ) ( )2

1
i i i

i

HΞ ω ω Ψ ω
ω

=  (2.11) 

と表せる。ここで、角周波数の関数Ξi(ω)とΨi(ω)は、それ

ぞれ、時間の関数ξi(t)とψi(t)のフーリエ変換であり、Hi(ω)
は次式で定義される。 

 ( ) ( )
2

2 2 2 j
i

i
i i i

H
ω

ω
ω ω ζ ω ω− +

 (2.12) 

ただし、j = 1− は虚数単位である。 
一方、（定常）エルゴード過程における一般化力の相互

PSD 関数
i j

Sψ ψ (ω)は、 

 ( ) ( )T
pp

i j

i j

i j

S
m m

ω
ωψ ψ =

AS Aφ φ
     (i, j=1,...,e) (2.13) 

と表せる。ここで、面積 Aa を対角成分とした対角行列を

A a n
A ∈Rn×n

、第(a, b)要素が表面圧力の相互 PSD 関数

( ) ( )a a af t p t A=

節点 a 面積 Aa 

π π 

π π 
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p pa b
S (ω)である行列を Spp(ω)∈Rn×n

とした。よって、モー

ド座標の相互 PSD 関数は、式(2.11)、(2.13)より、 

 ( ) ( ) ( ) ( )T *
pp

2 2i j

i i j j

i j i j

H H
S

m m

ω ω ω
ω

ω ωξ ξ =
AS Aφ φ

 (2.14-a) 

と表せる。ここで、∗は共役複素数を表す。このとき、第(i, 
j)要素が

i j
Sξ ξ (ω)である行列 Sξξ(ω)∈Re×e

は、以下のように

行列形式で書ける。 

 ( ) ( ) ( ) ( )*
T

pp2 2
i i

i i i ie e

H H
m m

ω ω
ω ω

ω ωξξ =S AS AΦ Φ  

 (2.14-b) 

以上より、物理座標である変位、速度、加速度の相互

PSD 関数行列 Sxx(ω)、 xxS & & (ω)、 xxS&&&& (ω)∈Rn×n
が、それぞ

れ、以下のように計算できる。 

 ( ) ( ) T
xx ω ωξξ=S SΦ Φ  (2.15-a) 

 ( ) ( )2
xx xxω ω ω=S S& &  (2.15-b) 

 ( ) ( )4
xx xxω ω ω=S S&&&&  (2.15-c) 

一般に、対称関数である（両側）PSD 関数 Sxx(ω)を周波

数の正側のみで定義し、角周波数ω [rad/sec]を周波数 f [Hz]
に置き換えて定義した片側 PSD 関数 Wxx(f)を用いることが

実用上多い。このとき、Wxx(f) = 2Sxx(ω)が成り立つ。 
また、モーダル法では、十分な解析精度を得るためには

出力の 大周波数の 2 倍程度の周波数まで考慮したモード

と剰余ベクトル(residual vector)18)を考慮する必要がある。そ

れでも、一般に直接法よりも解析次元が小さく抑えられる

ため、解析時間は速くなる。しかしながら、一般に直接法

のほうが高い精度で解析できるので、これらを用途に応じ

て使い分ける必要がある。 

2.3 単純形状のモデルを用いた検討 
衛星の音響振動解析を実施する前に、まずいくつかの簡

単なモデルを用いて FEM を用いたランダム応答解析を実施

し、基本的な事項の確認や問題点について検討する。次章

を含め、以下の FEM 解析は、解析結果の信頼性を考慮して

MSC.Nastran19) を 用 い て 実 施 し 、 モ デ ル 構 築 に は 、

MSC.Patran20)を使用した。 

2.3.1 アルミボックスモデルのランダム応答 
図 2.2(a)に示すような、天井から吊るされた 5052 アルミ

板から構成される直方体 21)を考える。音響振動に関するラ

ンダム応答解析を Nastran 等で行う場合には、図 2.3 に示す

ような SPL を構造表面圧力の PSD 

 ( ) ( )
( )

2

c
p c

c

p f
W f

f f∆
 (2.16) 

に変換したものを直接入力することになる。ここで、p(fc)
は中心周波数 fc における音圧の RMS 値、∆f(fc)は fc におけ

る周波数バンド幅である。各板は異なる厚みをもっており、

解析は全体モデル（図 2.2(a)）（シェル要素 (CQuad4)、
10,093 節点、10,090 要素、減衰比 0.05）を用いて行った。

出力は、ボックス背面のアルミ板一枚（図 2.2(b)）（2,196
節点、2,100 要素）の加速度応答の RMS 値であり、その結

果と実験値を図 2.4 に示す。実験値に比べて、全体として応

答加速度が小さくなっていることが分かる。この理由につ

いては、次節で考察する。 

1480mm

2480m
m

厚さ2mm
1480mm

2480m
m

厚さ2mm  
(a) 全体       (b) 背面のアルミ板 

図 2.2  アルミボックスのモデル 
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図 2.3   アルミボックスへの入力音圧レベル 
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図 2.4   アルミボックスの板の解析値と実験値との比較 
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2.3.2 音場の違いについての検討 
式(2.14)に含まれる表面圧力の相互 PSD 関数行列 Spp(ω)

は、 

 ( )
( ) ( ) ( )pp p pp

pp 2 2
f W f f

ω = =
W C

S  (2.17) 

のように表わせる。ここで、関数 Wp( f )は、圧力の参照

PSD 関数であり、通常、構造物の周辺音場の SPL から式

(2.16)のように与えられる。行列 Cpp( f )∈Rm×m
は、節点 a

と b (a, b=1,...,n)における圧力 pa, pb 間の相関関数

(coherence function) p pa b
C ( f )∈[−1, 1]を第(a, b)要素とする

行列であり、圧力場によって変わってくる。圧力場の例と

しては、以下があげられる。 

・ 音圧場が完全にランダムのとき、異なる要素圧力間に

相関がないので、Cpp( f )は単位行列となる。 
・ 表面の寸法が波長の 1/4 よりも小さければ、平面波の

ように扱えて、 p pa b
C ( f ) ≈1.0 (a, b=1,...,n)である。 

・ 拡散音場のとき、 p pa b
C ( f )は次式で表せる 22)。 

 
a bp pC ( f )=

( )sin a b

a b

k
k

−

−

x x
x x

 (2.18) 

ここで、 a b−x x は節点 a, b 間の距離、k は音の波数

である。 

前節の図 2.4 の解析結果は、実は、節点圧力間に全く相

関のない完全にランダムな場合で解析していた。つまり、

要素圧力の自己 PSD 関数のみを入力した解析を行っていた。

実際の地上音響試験は、拡散音場に近い状況を模擬してい

る（実際の打ち上げ時のフェアリング内は、後述するフィ

ル・エフェクトのために比較的低周波の領域において不均

一な音場だが、一般に、地上試験では安全側に均一で大き

な音圧をかける）ので、全要素圧力間の相関を式(2.18)の関

係式を用いて入力する必要がある。しかし、この場合、要

素数の 2 乗のオーダー（正確には、要素数を n として n(n + 
1)/2 個だが、要素間距離が同じものまで考慮すれば更に減

らせる）の圧力 PSD の周波数テーブルを作成しなければな

らない。そこで、音場の種類を選択すれば、対応する圧力

PSD の周波数テーブルを自動的に出力するプログラムを作

成して、ランダム応答解析の入力データ作成の効率化を図

った。このプログラムへの入力は、Patran 等により作成され

た Nastran のバルク・データの節点と要素の情報と、図 2.3
に示されるような SPL である。 

まずは、図 2.5 のようなさらに簡単なアルミ板モデル

（シェル要素(CQuad4)、341 節点、300 要素、減衰比 0.05）
を考え、音場の違いにより応答がどの程度違うかを確認し

た。ここで、片側表面圧力のノミナル値を 100 [Pa]として、

参照圧力 PSD 関数 Wp( f )を周波数に依存せずに一定とした。

この条件で、完全にランダムな音場と拡散音場の場合を解

析して結果を比較する。 

ランダム解析により、板の加速度 PSD を計算した結果

を図 2.6 に示す。事前の固有値解析によりモード形状を確認

し、全てのモードが少なからず生じると考えられる節点

（節点番号 101：図 2.5 参照）を選んで、その場所における

応答を示している。この結果、拡散音場では、想定される

モード（事前の固有値解析の結果、20 [Hz]までに 10 個の固

有振動数が含まれていた）がほぼ全て応答ピークとして表

れていることが確認できる。一方、完全にランダムな音場

の応答では、固有振動数近傍において共振が確認できない

モードが存在し、そのため拡散音場の場合に比べて応答が

全体的に小さくなっていることが分かる。図 2.6 の結果も、

この傾向により応答が小さく出たものと考えられる。全要

素圧力がフル相関で相関関数行列 Cpp( f )が全て同じ要素の

ときは、式(2.14-a)よりモード形状が非対称であれば応答が

0 になる 23)ということは考えられるが、ランダムな音場

（Cpp( f )が単位行列）で共振ピークが出ないモードが存在

することについてはさらに検討を要する。 

Node 101Node 101

 
図 2.5   単純な板のモデル 
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図 2.6   異なる音場を模擬したときの応答の違い 

2.4 衛星の音響構造解析 

2.4.1 簡易衛星モデルの構築 
複雑な形状の衛星を解析する前段階として、軌道上 3t 級

の大型衛星を想定して、図 2.7 に示すような主構造と内部ス

ティフナ（補強材）から構成される簡易構造モデルを構築

し、FEM で解析することを考える。比較のためアルミ平板

のみのモデルとそれらをハニカム・サンドイッチに置き換
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えたモデルの 2 種類を用意した。ただし、アルミ平板の場

合は全体の質量がハニカムの場合と同等になるように質量

密度を下げた。いずれもシェル要素の CQuad4 を用い、まず

は 100 [Hz]程度の音波を想定して要素数 4,652、節点数 4,605
とした。減衰比は、0.05 とした。 

 
図 2.7 簡易衛星構造モデル 

2.4.2 構造解析 
簡易衛星構造モデルにおいて音響振動の応答を確認する

ために、固有値解析や外部表面圧力を入力とした静・動解

析を実施した。 
固有値解析では、図 2.8 に示すように簡易モデルの低次

モードとして主構造全体よりもスティフナの局所的な揺れ

が顕著に現れた。また、スティフナを入れることにより剛

性が大きくなることも確認できた。 
一方、フェアリング内では、フェアリングと衛星との間

の隙間の広さの違いにより音圧が局所的に不均一になるこ

とが知られている(フィル・エフェクト、あるいはフィル・

ファクター)7), 8)が、図 2.9 に示すように、簡単のため衛星の

壁面ごとに変えた表面圧力(60～100 [Pa])を±5 [Pa]の振幅の

正弦波(100 [Hz])として入力したときの過渡解析の結果とし

て、ある時刻における衛星主構造外部表面と主構造内部に

ついての変位と 大主応力を表示したものを、それぞれ、

図 2.10(a)と(b)に示す。変位は分かり易いように拡大してい

る。衛星全体が満遍なく揺れ、さらに、主構造内部の低次

モードのスティフナの揺れが励起されていることが分かる。 
さらに、定常過程においてどの程度共振が起こっている

かを評価するために、図 2.9 と同様な表面圧力を入力したと

きの衛星簡易モデルの周波数解析を実施した。その結果を

図 2.11 に示す。観測点によって、当然、共振するモードと

共振しないモードはあるが、事前の固有値解析結果から想

定し得る固有振動数周辺で応答ピークが見られることが確

認できる。一方、太陽電池パドルやアンテナなどの軽量で

大きな面積を有する構造物への音響荷重の影響は、運動方

程式右辺の力の効果として大きくなるため構造モデルを構

築して検討することも重要である。フェアリング内部に収

納するために畳まれた太陽電池パドルを含めた簡易衛星モ

デルを用いた場合の、過渡応答解析の結果を図 2.12 に示す。 

  
(a) 1 次モード 

  
(b) 2 次モード 

  
(c) 3 次モード 

図 2.8 簡易モデルのモード形状（外部表面とその内部） 

60[Pa] 80[Pa] 100[Pa]60[Pa] 80[Pa] 100[Pa]  
図 2.9  ランダム圧力の入力（ノミナル） 

  
(a) 衛星主構造外部表面               (b) 主構造内部 

図 2.10 簡易モデルを用いた構造解析 
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図 2.11   周波数応答解析の結果 
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図 2.12 太陽電池パドルを含む衛星の音響振動解析 

3. 波動ベース法 

前節で述べたように、FEM などの既存の要素ベース解析

手法は、低周波領域における解析に応用が制限されている。

そこで本節では、この欠点を克服し、広い周波数領域に渡

る詳細な解析を行うために新たに提案された WBM13, 24-26)に

焦点を当てる。WBM は、間接トレフツ法(indirect Trefftz 
method)27)に基づく定常音響構造連成解析のための決定論的

手法である。適当な波動関数を定義することにより、トレ

フツ法の実装時に生じる悪条件問題(ill-conditioned problem)
を克服したブレークスルー的な手法である。この手法の注

目すべき性質は、支配方程式を厳密に満たす波動関数で解

を展開するために空間を離散化する必要がなく（メッシュ

が不要）、それに伴って、FEM 等による音響振動解析で問

題となる数値分散誤差がないということである。したがっ

て、広い解析周波数領域を含む音響振動を予測するための

ポテンシャルが極めて高いと考えられる。図 3.1 に、既存の

FEM や BEM と新たな手法である WBM の性質を比較する。 

3.1 問題定義 
本節では、WBM を用いた 2 次元内部定常音響振動問題

について述べる。図 3.2 は、いくつか種類の境界に囲まれた

流体から成る音響キャビティを示している。 
まず、後述する WBM の波動関数の性質から、このキャ

ビティ領域をいくつかの凸領域に分割する必要がある。定

式化を簡単化するため、キャビティは、2 つの凸部分領域

Ω(α) (α = 1, 2)から構成されているものとする。各部分領域
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図 3.1 既存の解析手法と WBM の性質の比較（定常問題） 
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Ω(α)
は、

( )
xL α × ( )

yL α
の外接する矩形領域を有する。部分領域

Ω(α)
の音響境界

( )
a
αΓ は、5 種類の境界面から成る。つまり、

( )
a
αΓ = ( )

p
αΓ U ( )

v
αΓ U ( )

Z
αΓ U ( )

s
αΓ U ( )

c
αΓ である。ここで、

境界
( )
p
αΓ 、

( )
v
αΓ 、

( )
Z
αΓ は、それぞれ、圧力、法線方向速度、

法線方向インピーダンスの境界条件(boundary conditions、以

下、BC)が課される境界面である。境界
( )
s
αΓ は、薄い平板

を境界とする面であり、板の両端には固定や単純支持など

の BC が課される。平板は、紙面に垂直に無限の長さをもつ

幅 Ls (s = 1, 2)の平板であると仮定し、簡単のため、系に含

まれる境界上の平板は各部分領域に 1 つずつあるとする。

境界
( )
c
αΓ は、部分領域Ω(α)

と他の部分領域との間の境界面

（いまの場合、
(1)
cΓ = (1,2)

cΓ = (2)
cΓ = (2,1)

cΓ ；ただし、境界

( , )
c
α βΓ は、部分領域Ω(α)

と隣接する部分領域Ω(β)
との間の境

界面）であり、圧力と法線方向速度の両方の連続性条件が

課される。さらに、外力 fs を、境界
( )
s
αΓ 上の局所位置 fsx′ に

作用させ、外部点音源 q(α)
を、部分領域Ω(α)

内の局所位置
( )

q
αr に置く。簡単のため、平板に働く外力は各平板におい

て 1 ヶ所だけであるとし、音源は各部分領域に 1 つずつ存

在するとする。また、ここでは定常（周波数）解析を考え

ているので、両外部励振源は、角周波数ωの時間調和関数で

あると仮定する。 

 

図 3.2 2 次元内部音響振動連成モデル 

3.2 音響の支配方程式と変数展開式 
部分領域Ω(α)

の絶対位置 r における定常音圧 p(α )(r)は、

次式のヘルムホルツ方程式(Helmholtz equations)により支配

される。 

 ( ) ( ) ( )2 ( ) 2 ( ) ( ) ( )
qj ,p k p qα α α αρω∇ + = − δr r r r  (3.1) 

ここで、k は音響波数、ρは流体密度、δはディラックのデ

ルタ関数である。WBM の定式化では、音圧 p(α )(r)を次式

のように展開する。 

 ( )( )p α r ≈ ( )( )p̂ α r = ( ) ( )T( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a a qp̂α α α α α+r p rφ  

  (3.2) 

ここで、関数ベクトル ( )( ) ( )
a

α αrφ は方程式(3.1)の同次式を

厳密に満たす音響波動関数(acoustic wave functions)から成る

ベクトルであり、r(α ) = [x(α) y(α)]T
は絶対位置 r を部分領域

Ω(α)
において定義された局所座標系からみたときの局所位

置ベクトル、
( )
a
αp は波動関数の寄与分を表す未知のベクト

ルを表す。この波動関数は、実装時には大きさを正規化す

るようにスケーリングされる。この操作が、悪条件問題を

回避するために実用上重要となる。一方、関数 ( )( ) ( )
qp̂ α αr

は、方程式(3.1)の右辺の外部音源項を考慮したときの特解

の 1 つであり、次式で与えられる。 

 ( )( ) ( ) ( )2( ) ( ) ( ) ( )0
q 0 qˆ H

4
p Q kαα α α αρ ω

= −r r r  (3.3) 

ここで、
( ) ( )2Hi • は i 次の第 2 種ハンケル関数である。Q(α)

は音源強さであり、次式で定義される。 

 ( )
( ) ( )Q q d

α

α α

Ω
= Ω∫  (3.4) 

また、ベクトル ( )( ) ( )
a

α αrφ の成分である各音響波動関数は

次式のように定義される。 

 ( ) ( )( )ai
α αφ r  

 
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
ar xr yr

( ) ( ) ( ) ( )
as xs ys

cos exp j

exp j cos
i i i

i i i

k x k y

k x k y

α αα α α α

α αα α α α

φ

φ

= −
=

= −

⎧⎪
⎨
⎪⎩

r

r
 (3.5) 

ここで、exp(•)は、自然対数の底 e の指数関数を表す。こ

の波動関数が、方程式(3.1)の厳密解であるためには、 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 2
xr yr xs ysi i i ik k k k kα α α α+ = + =  (3.6) 

であることが要求され、次の波数成分を選択することが提

案されている。 

 ( ) ( )
( )

2( ) ( ) 2 ( )r
xr yr xr( )

x

, ,i i i

i
k k k k

L

α
α α α

α

π
= ± −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.7-a) 

 ( ) ( )
( )

2( ) ( ) 2 ( ) s
xs ys ys ( )

y

, ,i i i

i
k k k k

L

α
α α α

α

π
= ± −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.7-b) 

ここで、
( )
ri
α , ( )

si
α = 0, 1, 2, ···である。これらは、数値的な

悪条件を緩和するために実装上は正規化され、さらに、物

理的な波数や、図 3.2 の点線で表される外接矩形領域のサイ

ズに基づいて、有限次元に打ち切られる。この波動関数を

用いた展開式が厳密解に収束するための十分条件は、全て

の部分領域が凸であるということが示されている 13)。 
一方、流体速度ベクトル v(α )(r)は、次式で表される。 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

j
pα α α

ρ ω
=v r r∇ ( ) ( ) ( )

0

j
p̂α α

ρ ω
≈ r∇  

(1)
yL

q(1) q(2) 

x(1) 

y(1) 

x(2) 

y(2) 

Ω(1) Ω(2) 

1x′
2x′

(1)
xL

(1)
sΓ (1)

pΓ

(1)
ZΓ

(1)
vΓ

(2)
xL

(2)
sΓ

(2)
ZΓ

(2)
vΓ(2)

pΓ

(2)
qr

(1,2) (2,1)
c cΓ = Γ

(1)
qr

(2)
yL
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )q

j
p̂α α α α

ρω
= +⎡ ⎤⎣ ⎦B r p r∇  (3.8) 

ここで、音響波動関数φ(α)
の勾配成分を集めた行列として定

義される B(α)
は、

( )α∇ = ( ) ( )

T

x yα α

∂ ∂

∂ ∂
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

を勾配演算子

ベクトルとして、以下のように定義される。 

 ( ) ( ) ( )T
a

α α α= ∇B φ =

( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

a

a

aa1

aa1

n

n

x x

y y

α

α

αα

α α

αα

α α

φφ

φφ

⎡ ⎤∂∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂
⎢ ⎥

∂⎢ ⎥∂
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

L

L

 (3.9) 

一般に、FEM 等の要素ベース解析手法では、解析結果とし

て直接求まる圧力（主変数）を空間微分して得られる流体

速度ベクトル（2 次変数）は、微分により補間多項式の次数

が下がるために精度も下がる。一方、WBM では、式(3.8)か
ら分かるように、支配方程式を厳密に満たす圧力（主変

数）展開式を直接空間微分して得られる流体速度ベクトル

（2 次変数）には、精度低下はない。同様に、流体変位ベク

トルもまた、式(3.8)を時間積分する（1/(jω)を掛ける）だけ

なので、精度低下はない。 

3.3 構造の支配方程式と変数展開式 

一方、境界
( )
s
αΓ に属する板の局所位置 sx′ における定常

法線方向変位 ( )s sw x′ は、次式の薄い平板の面外曲げの方

程式であるキルヒホッフ方程式(Kirchhoff equations)により支

配される。 

 
( )4

4
b4

s s
s s

s

d w x
k w

dx

′
−

′
( ) ( )( )

s
f,s

s s
s s

pf
x x

D D

α

δ ′ ′= +
r

 (3.10) 

ここで、kbs は構造波数、Ds は曲げ剛性であり、ts を板厚、

ρs を密度、Es を弾性係数、νs をポアソン比、ηs を減衰係数

として、それぞれ次のように定義される。 

 kbs =
2

4 s s

s

t
D

ρ ω
 (3.11) 

 Ds =
( )
( )

3

2

1 j
12 1
s s s

s

E t η
ν

+

−
 (3.12) 

薄板の場合は、低周波数と中間周波数領域においてのみ音

響振動連成効果が重要となる。この場合、板の曲げ運動に

おけるせん断変形と回転慣性力の効果が無視できるので、

より一般的なミンドリン板理論の代わりにキルヒホッフ板

理論が使える。また、板の面内振動は、一般に面外振動に

比べて音響振動連成効果がみられないので無視できる。さ

らに、より一般的な分布力による励振は、離散的で直線的

な力による励振の重ね合わせと考えられるから、このよう

な力に制限している点も一般性を失っていない。 
WBM の定式化では、板の定常法線方向変位 ( )s sw x′ を

次式のように展開する。 

 ( ) ( )ˆs s s sw x w x′ ′≈ ( ) ( )T

fˆs s s s sx w x′ ′= +wψ  

 ( ) ( )T( ) ( ) ( )
a a qˆ ˆs s s sx w xα α α′ ′+ +w p     (3.13) 

ここで、関数ベクトル ( )ss x′ψ は、方程式(3.10)の同次式を

厳密に満たす 4 つの構造波動関数(structural wave function) 

 ( ) ( )bexp ji
si s s sx k xψ ′ ′= −      (i = 1,...,4) (3.14) 

から成るベクトルである。式(3.14)の i=1, 3 を、それぞれ、

cos(kbs sx′ )と sin(kbs sx′ )に置き換えてもよい。この関数も、

音響波動関数と同様に実装上はスケーリング（正規化）さ

れる。ベクトル ws は、式(3.14)の各波動関数の寄与分を表

す。また、関数 ( )fˆ s sw x′ は、方程式(3.10)右辺の外力項を考

慮したときの特解の 1 つであり、次式で定義される。 

 ( ) ( )[f b f3
b

1ˆ jexp j
4s s s s s s

s s

w x f k x x
D k

′ ′ ′= − − −  

 ( )]b fexp s s sk x x′ ′+ − −  (3.15) 

関数ベクトル ( )( )
aˆ s sxα ′w は、方程式(3.10)右辺の音圧項を考

慮したとき、式(3.2)の音響波動関数を含む項の影響を含む

特解 

 ( )( )
a 3

b

1ˆ
4si s

s s

w x
D k

α ′ = − ×  

 ( )( ) ( )[( ) ( )
a s b0

jexp jsL

i s s sk xα αφ ξ ξ′− −∫ r  

 ( )]bexp s sk x dξ ξ′+ − −  (3.16) 

を要素にもつベクトルである。ベクトル ( )( )
aˆ s sxα ′w の各成分

を数値積分することは計算負荷が大きいので、圧力荷重が

音響波動関数(3.5)の線形和として表され、平板であるとい

う仮定を利用できる場合には、解析解を利用して計算を高

速化できる（式 (A.6), (7-a,b), (8-a,b)）。さらに、関数

( )( )
qˆ s sw xα ′ は、方程式(3.10)右辺の音圧項を考慮したとき、

式(3.2)の音源項の影響を含む特解の 1 つであり、次式で定

義される。 

 ( )( )
qˆ s sw xα ′ = ( )0

3
b16 s s

Q
D k

αρ ω
− ×  

 ( ) ( )( ) ( )[2 ( ) ( )
0 s q b0

H jexp jsL

s s sk k xα αξ ξ′− − −∫ r r  

 ( )]bexp s sk x dξ ξ′+ − −  (3.17) 

δ
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この積分は解析的に解けないが、関数
( ) ( )qˆ s sw xα ′ はスカラー

量なので、ベクトル
( ) ( )aˆ s sxα ′w の場合のように、各要素

(3.16)について数値積分する可能性のあるものに比べれば、

数値計算負荷の問題は少ない。 
以上の定義から、音圧の展開式(3.2)と板の法線方向変位

の展開式(3.13)は、それぞれ、支配方程式(3.1)と(3.10)を厳密

に満たすことが分かる。これは、WBM により得られる数値

変数には数値分散誤差が含まれないということを表してお

り、広い周波数成分を有する音響振動応答を予測するため

に非常に重要な性質である。 

3.4 重み付き残差法による定式化 
変数の展開式(3.2)と(3.13)における未知数である、波動

関数の寄与分を表す係数ベクトル
( )
a
αp と ws を決めるため、

音響 BC に重み付き残差法(weighted residual method)を適用す

る。つまり、支配方程式は厳密に満たされるが、BC は積分

の意味で近似的に満たされることになる。FEM におけるガ

ラーキン法と同様にして、重み関数 ( )( )p α r% を次式のよう

に音響波動関数を用いて展開する。 

 ( ) ( ) ( )T( ) ( )Τ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a a a ap α α α α α α α= =r p r r p% %% φ φ  (3.18) 

関数 ( )( )p α r% を用いれば、2 つの凸部分領域Ω(α)
に関する音

響 BC に関する重み付き残差式が次のように導出できる。 

 ( ) ( )
( )
v

vp R d
α

α α

Γ
Γ∫ %  + ( ) ( )

( )
Z

Zp R d
α

α α

Γ
Γ∫ %  

 + ( ) ( )
( )
s

sp R d
α

α α

Γ
Γ∫ %  − ( ) ( )( ) ( )

( )
p

v pp R d
α

α α α

Γ
Γ∫ %L  

 + ( ) ( )
( )
c

cp R d
α

α α

Γ
Γ∫ % = 0 (3.19) 

ここで、関数
( )
vR α

、
( )
ZR α

、
( )
sR α

、
( )
pR α

、
( )
cR α

は、BC の

理論式と、式(3.2)および式(3.13)で展開した変数を用いたと

きの計算式との差として定義される残差誤差関数であり、

( ) ( )v
α •L は法線方向微分を表す

( )n α

∂ •

∂
を用いた速度演算子

( ) ( )v
α •L = 

( )

j
n αρω
∂ •

∂
である。部分領域Ω(1)

とΩ(2)
のインタ

ーフェイス（以下、I/F）面においては、単純に圧力と法線

方向速度の両方の連続性条件を課す直接連成手法が従来用

いられてきたが、解析周波数が共鳴周波数と一致した場合

に計算の収束速度が低下、あるいは発散するという問題が

あった。この問題を回避して計算の安定化と高速化を図る

ために、人工粘性を導入したインピーダンス連成手法 25)が

提案されており、一般的にはこの手法を用いるべきである。

次に、音響 BC の重み付き残差式である式(3.19)を未知係数

ベクトル
( )
a
αp と wsに関して整理すると、 

 

1
(1) (1) (1) (1,2) (1)

2as1 as2 a a a
(1)(2) (2) (2,1) (2) (2)
aas1 as2 a a a
(2)
a

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎣ ⎦

w
wC C A C f
pC C C A f
p

 (3.20) 

のような形式の行列方程式を得る。各部分行列を得るため

には数値積分を行う必要があり、この計算を効率的に行う

ことが WBM の計算負荷低減に大きく効いてくる。本論文

では、FEM でも利用されているガウス-ルジャンドル積分法

(Gauss-Legendre quadrature)9)を用いている。WBM では、波

動関数という大域的に定義された基底関数を利用するため、

FEM に比べて多くの積分点を必要とする。そのため、任意

の個数のガウス点に対応したルーチンを準備する必要があ

る。 

一方、境界
( )
s
eΓ の構造 BC として、次のような固定、単

純支持、自由、対称条件などが課される。 

 ( ) ( ) ( ) ( )0
0 s s s

s s s
s s

dw dw L
w w L

dx dx
= = =

′ ′
= 0 

 （固定） (3.21-a) 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2

0
0 s s s

s s s
s s

d w d w L
w w L

dx dx
= = =

′ ′
= 0 

 （単純支持） (3.21-b) 

 
( ) ( )2 2

2 2

0s s s

s s

d w d w L
dx dx

=
′ ′

 

 
( ) ( )3 3

3 3

0s s s

s s

d w d w L
dx dx

= =
′ ′

= 0 （自由） (3.21-c) 

 
( ) ( ) ( ) ( )3 3

3 3

0 0s s s s s s

s s s s

dw dw L d w d w L
dx dx dx dx

= = =
′ ′ ′ ′

= 0 

 （対称） (3.21-d) 

これらの式の 1 つに展開式(3.13)を代入することにより、未

知係数ベクトル
( )
a
αp と ws に関する代数方程式が次式のよう

に得られる。 

 

1
(1) (2)

2 s1s1 sa1 sa1
(1)(1) (2)
a s2s2 sa2 sa2
(2)
a

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎣ ⎦

w
w fA O C C
p fO A C C
p

 (3.22) 

後に、音響 BC から得られた代数方程式(3.20)と、構造

BC から得られた代数方程式(3.22)を組み合わせることによ

り、 終的に、WBM モデルが次式のような行列形式で書け

る。 

L 

L 

L 
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(1) (2)
1 s1s1 sa1 sa1

(1) (2)
2 s2s2 sa2 sa2

(1) (1)(1) (1) (1) (1,2)
a aas1 as2 a a
(2) (2)(2) (2) (2,1) (2)
a aas1 as2 a a

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

w fA O C C
w fO A C C
p fC C A C
p fC C C A

 (3.23) 

この方程式には、部分領域間の連続性を表すためと、音響

と構造の連成を表すための非対角行列が含まれていること

が分かる。また、WBM における音響と構造との間の連成が、

マトリクス連成であると解釈することもできる。ここでは、

簡単のため部分領域を 2 つに制限して定式化を行ったが、

より一般的な WBM モデルの導出については Appendix A に

示す。 

3.5 解析例 
前節で述べた理論に基づき、2 次元 WBM 解析コードを

MATLAB®28)で実装した。定式化を簡単化するために前節で

用いた仮定を一般化することは単純であり、本コードは、

基本的に Appendix A に示した汎用的な定式化に基づいて、

任意の個数の平板や凸部分領域などに対応できるように汎

用化している。 
以下にいくつか数値解析例を示し、主に既存の FEM と

WBM の解析結果を比較することにより WBM の特徴を明ら

かにする。 

3.5.1 非凸領域の解析 
前節で述べたように、WBM においては、非凸領域は複数

の凸領域に分けなければならない。シミュレーション結果

においてこの影響を調べるために、図 3.3 下図に示すような

2D 連成音響振動系を考える。 
幅 1.5 [m]、高さ 1.0 [m]の音響キャビティは、空気（密度

ρ = 1.225 [kg/m3]、音速 c = 340 [m/s])で満たされており、上

面の薄いアルミニウム板（密度ρs = 2,790 [kg/m3]、板厚 ts = 
0.002 [m]、ヤング率 Es = 70×109 [N/m2]、ポアソン比νs = 0.3、
減衰比ηs = 0.0）を除いて剛壁に囲まれており、内部にある

0.5 [m]の高さの剛壁により仕切られている。薄板は両端固

定であり、板の局所位置 x′ =0.5 [m]において周波数 200 
[Hz]、振幅 1 [N]の時間調和の外力により励振される。 
ここでは、解析領域を次の 3 つのケースに分けて考える

ことにする。(a) 1 個の非凸領域、(b) 3 個の凸領域、(c) 4 個

の凸領域である。ケース(b)は、文献 9)と同じモデルである。

図 3.3 の上図は、構造境界上の構造と流体の法線方向変位を

示したものであり、下図は音圧場をプロットしたコンター

図である。 
ケース(a)において用いられた波動関数と積分点の数は、

それぞれ、394 個と 4,320 個である。図 3.3(a)に対応した上

図のグラフを見ると、板両端の固定 BC（構造 BC）は満た

されているものの、構造境界において流体の法線方向変位

（音響 BC）が満たされていない。さらに、下図の音圧場も、

仕切り板を境に連続してしまっており、物理的におかしい

ことが見て取れる。 
一方、凸部分領域を用いたケース (b)と (c)からは、図

3.3(b),(c)から分かるように、同様な結果が得られることが確

認できた。BC に関しても、対応する上図から精度良く満た

されていることが分かる。この場合、音響 BC を満たすため

に、ケース(b)では、132 個の波動関数と 1,598 個の積分点、

ケース(c)では、154 個の波動関数と 1,899 個の積分点が用い

られている。つまり、ケース(b)は 小の個数の凸領域と BC
を用いていることから、ケース(c)よりも計算効率は高い。

さらに、ケース(b)の結果は、文献 9）で得られている結果

と一致していることから、開発したコードが正確に実装さ

れていることが確認できた。 
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図 3.3 音圧場のコンター図（下図(a)-(c)）と上部の薄板上の構造（実線）と流体（十字）の法線方向変位 
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3.5.2 構造振動による音の透過 
図 3.4 に示すモデルを、構造曲げによる音の透過を模擬

するために用いる。このモデルにおいて、空気（3.5.1 節と

同じ物性値）で満たされた幅 2 [m]、高さ 1 [m]の音響キャ

ビティが、真ん中で薄いアルミニウム板（3.5.1 節と同じ物

性値）により仕切られている。上下面は剛体壁であり、右

端は空気の音響インピーダンスの BC が課されている。柔軟

な板は、両端固定である。このキャビティは、左端におい

て、振幅 100 [Pa]、周波数 200 [Hz]と 1,000 [Hz]の時間調和

圧力 BC により励振される。このように、このモデルは、キ

ャビティ-構造-キャビティタイプの連成問題である。これは、

前の例で示したキャビティ-構造タイプの連成と定式化の上

で異なる（Appendix A 参照）。つまり、板の両側の音圧と

音源の影響が構造の応答に影響し、構造の両側の音響部分

領域にこの共通の構造変位を構造 BC として課さなければな

らない。図 3.5 は、このモデルを用いたときの解析結果であ

る。図 3.5 の左図は、板を挟んだ両側の部分領域における音

圧場をプロットしたものである。一方、右側のグラフは、

構造の変位とその両側の流体変位が一致して解かれている

ことを示しており、開発した WBM コードによりキャビテ

ィ-構造-キャビティタイプの連成問題がきちんと解けている

ことが分かる。 
音響に関するほとんどの教科書では、一般に音の遮蔽効

果を評価するために用いられる「質量則(mass law)」と呼ば

れる単純な音響透過損失に関する予測モデルが扱われてい

る。しかし、この法則やさらには板の曲げによるコインシ

デンス効果(coincidence effect)の説明においても、構造は無

限に広いと仮定されている。この仮定は、現実とは必ずし

も一致していないので、ここで示したようなシミュレーシ

ョンにおいて正確な音響透過損失を得るためには、この仮

200 or 1000 [Hz]

Rigid walls

1 [m]

1 [m]1 [m]

Subdomain 1 Subdomain 2

Thin plate
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Pressure BC
100[Pa]

Plane wave
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100[Pa]
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ρac

図 3.4 音響透過解析のためのモデル 
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図 3.5 板の両側の音圧場のコンター図（左図）と、板（実線）とその両側の流体（十字（部分領域 1）と円（部分領域

2））の法線方向変位（右図） 
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定を用いるべきではない。 

3.5.3 非連成音響問題 
図 3.6 に示すような簡単な 2 次元凸領域の音響キャビテ

ィを考える。キャビティは空気（3.5.1 節と同じ物性値）で

満たされており、構造要素を含まないので非連成音響問題

として扱うことができる。左端の面に 1 [Pa]の圧力 BC を課

し、その他の面は剛体壁とする。 
この問題を FEM で解くためには、問題領域をメッシュ

に分割する必要がある。FEM には、主に補間誤差と数値分

散誤差が含まれるので、これらを許容範囲内に収めるよう

にメッシュを切ることにする。まず、低周波領域において

支配的な補間誤差を許容範囲内に収めるためには、式(2.1)
を満たす必要がある。さらに、高い周波数領域において支

配的となる数値分散誤差を許容範囲内に収めるためには、

式(2.4)を満たす必要がある。Cint = Cdis = 1 として、解析周

波数 800 [Hz] まで上記の誤差を許容範囲に保つように 1 次

矩形要素でメッシュを切る。式(2.1)を用いて補間誤差を許

容範囲内に保つようにメッシュを切ったモデルが図 3.6(a)
（粗 FE モデル：326 節点、291 要素）であり、式(2.4)を用

いて数値分散誤差を許容範囲内に収めるようにメッシュを

切ったモデルが図 3.6(b)（精 FE モデル：7,870 節点、7,706
要素）である。数値分散誤差を許容範囲に収めるための式

(2.4)からは、補間誤差の場合のような、応答波長の少なく

とも何分の 1 のサイズでメッシュを切ればよいという単純

な指標が得られない 15)ことに注意したい。FEM の解析には、

ANSYS29)を用いた。 
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(a) 粗 FE モデル     (b) 精 FE モデル 

図 3.6 2 次元非連成音響問題の FE モデル 

一方、WBM では、問題領域を凸領域に分割するだけで

よいので、この問題に関しては領域分割を必要としない。

式(3.23)（ここでは構造に関係する部分を除いた式を考え

る）に含まれる部分行列を得るために数値積分するので、

そのために境界上の任意の点（積分点）で BC と法線ベクト

ルが定義できるような幾何情報が用意できればよい。 
以上より、この問題を WBM と FEM を用いて解き、図

3.6 に示した観測点における圧力スペクトルを周波数領域で

比較した結果が図 3.7 である。周波数の低い領域では、

WBM と精粗の両 FE モデルの結果はほぼ一致しているが、

周波数が高くなると、粗 FE モデルを用いて得られた共鳴ピ

ークの周波数が高周波側へずれている。粗 FE モデルは、数

値分散誤差を考慮していないので、この共鳴周波数のずれ

が数値分散誤差の影響であることが分かる。FEM では、こ

のような共鳴周波数のずれを生じなくするために数値分散

誤差を許容範囲内に収める必要があり、それによってメッ

シュが非常に細かくなり、解析自由度が爆発的に大きくな

ってしまう。3 次元解析では、問題はさらに深刻である。 
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図 3.7 FEM と WBM による圧力スペクトルの比較 

3.5.4 搭載宇宙機の音響構造連成解析 
宇宙機の音響振動解析における構造と音響の連成の影響

を調べるために、図 3.8 に示すような単純な剛体宇宙機モデ

ル(Case A)と、柔軟宇宙機モデル(Case B)を構築する。フェ

アリング内は空気（3.5.1 節と同じ物性値）で満たされてい

るものとする。また、Case B のモデルは、5 つの両端固定の

平板（減衰比ηs = 0.05 以外は、3.5.1 節と同じ物性値）から

構成される。図 3.9 に示す SPL は、実際には、ロケット打

上げ時のフェアリング内を拡散音場と仮定したときのデー

タであり、地上音響試験で用いられるものであるが、本数

値解析例では、簡単のためこのデータをフェアリング内壁

の圧力 BC として用いた。 
作成した WBM 解析コードを図 3.8 のモデルに適用した

ときの定常音響振動解析（周波数解析）の結果を図 3.10 と

図 3.11 に示す。図 3.10 は、励振周波数が 20 [Hz] と 1,000 
[Hz] のときの Case A と Case B のフェアリング内音場を比較

したものである。明らかに音場が構造振動に影響しており、

WBM により音響振動連成問題が解けていることを示してい

る。また、図 3.11 は、地上音響試験において通常 終的な

出力として用いられる宇宙機の構造応答の加速度 PSD10)を、

2,000 [Hz]まで 1 [Hz] 刻みで計算した結果を示している。

WBM の決定論的な性質により、SEA では得られない共振ピ

ークが広い周波数領域に渡って計算できていることが分か

る。 
次に、同じ問題を FEM を用いて解くことを考える。前

節の非連成音響問題と同様に、補間誤差と数値分散誤差を

許容範囲内に収めるように、 大解析周波数を 500 [Hz] に
設定して、それぞれ、粗 FE モデル（12,832 要素、13,301
節点）と精 FE モデル（167,361 要素、170,141 節点）を構
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築した。図 3.12 に粗 FE モデルを示す。FEM と WBM の解

析結果を比較するために、図 3.12 に示すような宇宙機構造

上の観測点における構造の加速度 PSD を計算した結果を図

3.13に示す。計算は 1 [Hz]刻みで行っている。 
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図 3.8 フェアリング内宇宙機の音響振動解析モデル 
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図 3.9 入力音圧レベル 

FE モデルでは、解析ツール(ANSYS)の制約上、構造を

ソリッド要素でモデル化しているのに対して、WBM では

平板の面外曲げのみを考慮している。そのため、精 FE モ

デルと WBM の結果が完全に一致しているわけではないが、

前節の非連成音響問題と同様に、粗 FE モデルを用いて得ら

れた共鳴ピークの周波数が、高い周波数ほど高周波側へず

れる傾向が現れている。 
また、WB モデル（WBM に基づいて作成した解析モデ

ル）の解析自由度（波動関数の数）は周波数依存で、周波

数が高くなるほど多くの自由度が必要となる。この問題の

場合、解析周波数領域の 大周波数である 500 [Hz] におい

て 大で 1,040 個の音響波動関数、20 個の構造波動関数、
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図 3.10  フェアリング内の音圧場(Case A と B). 
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3,642 個の積分点を必要とした。これらの数は周波数が低く

なるほど少なくなる。一方、FE モデルの解析自由度（節点

における未知数の数）は、 大解析周波数（ここでは 500 
[Hz]）に合わせて作成したメッシュを共通して用いるため

に、周波数に依存せずに一定である（一定でなくするため

には、周波数ごとにアダプティブにメッシュを更新する必

要がある）。特に数値分散誤差を考慮した場合の解析自由

度は、WB モデルの 大自由度よりも桁違いに大きい。実

際、Intel Xeon 3.20 [GHz] の CPU を 1 個とメモリ 2 [GB] を
搭載した計算機を利用して、WB モデルを用いた場合、500 
[Hz] において計算時間が 大で約 2 分程度かかり、それよ

り小さな周波数では数秒から数 10 秒で計算できる。それに

対して、精 FE モデルを用いた場合、解析する全ての周波

数においてそれぞれ約 5 分程度かかってしまう。したがっ

て、トータルの解析時間は、解析する周波数のケース数

（解析する周波数の範囲とその間の周波数分解能）に依存

して非常に大きな差となる。3 次元解析になれば、その差

はさらに大きくなると予想できる。 

4. おわりに 
まず、ロケットに搭載された衛星の音響振動解析を

FEM を利用して実施するため、単純な形状のモデルをいく

つか用いて、ランダム応答解析やモデリングに関する基本

的な事柄の確認、及び問題点について検討した。このとき、

表面の要素圧力間の相関を考えることで音場の種類を区別

し、応答の違いについて検討した。要素圧力間の相関によ

り音場を模擬するやり方では、各要素圧力を独立したサブ

ケースとして定義しなければならず、さらに、圧力 PSD の

入力データも膨大になることから、計算資源や計算時間の

点で問題があり、現状では単純なモデルの解析に留まる。

ただし、音場の種類により応答が大きく変わることは確認

できたので、フェアリング内部の音場まで解析対象として

構造との連成解析を実施する必要があることが分かった。 
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図 3.11  構造の加速度パワースペクトル密度関数 

Observation pointObservation point

図 3.12 フェアリング内宇宙機音響振動解析 
のための粗 FE モデル 
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次に、複雑な形状をもつ衛星の音響振動解析の第 1 段階

として、主構造の簡易構造モデルを構築し、FEM を用いて

表面圧力を入力とした静・動解析を実施した。過渡解析で

は、表面圧力による衛星主構造の内部スティフナを含めた

全体的な揺れが確認できた。 
一方で、FEM の応用が低周波領域における解析に限られ

ていることから、その代替手法として期待できる WBM に

注目し、2 次元内部音響振動連成問題へ適用するための理

論的な側面について説明した。また、開発した 2 次元

WBM 解析コードを検証するため、簡単な非凸形状の連成

音響振動問題と、板の曲げによる音響透過問題を解析した。

さらに、単一のキャビティ領域をもつ非連成音響問題を解

析し、WBM と FEM の結果を比較することにより、WBM
の基本的な性質や実用性についても検討した。さらにこの

検討を踏まえて、搭載宇宙機の 2 次元音響振動解析を両手

法を用いて実施した。以上の結果から、WBM の音響振動

連成解析における決定論的性質が確かめられ、数値分散誤

差を伴わない性質から、既存の解析手法で精度の高い解析

ができない中間周波数領域を含む広い周波数領域における

解析が可能であることが分かった。さらに、空間離散化

（メッシュ）を必要としないため、モデル化が非常に容易

で計算負荷の小さい実用的な手法であることが分かった。 
フェアリングの中に衛星を搭載した状態で地上音響試験

ができるのが理想的ではあるが、外部音場を反響室で模擬

するのは性能上非常に困難であるので、その代替として数

値シミュレーションを利用した効率的で正確な検討が進め

られるべき問題である。したがって、今後は、WBM コード

を 3 次元解析へ拡張すると伴に、外部問題や複雑形状への

対応を検討することによって、より現実的な音響振動連成

問題を解析する予定である。 
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Appendix A 一般的な WBM の定式化 
任意の個数の凸部分領域に対応した 2D 内部音響構造連

成問題に対する WBM の一般的な定式化を示す。 

A.1 凸部分領域への分解と境界条件 
WB 近似が厳密解へ収束するための十分条件は、問題領

域が凸であることである。有界な音響問題領域Ωは凸でな

いかもしれないので、重なり合わない nΩ個の凸部分領域に

分けられたとする。 
このとき、α番目の凸な有界音響部分領域Ω(α)

の境界

をΓ(α)
と書くことにすると、これは、 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
v Z p s c

α α α α α αΓ = Γ Γ Γ Γ ΓU U U U  (A.1) 

と表せる。ここで、境界
( )
v
αΓ (= Γv∩Γ(α))は、法線方向速度

BC が適用される部分領域Ω(α)
の境界部分、境界

( )
Z
αΓ (= 

ΓZ∩Γ(α))は、法線方向インピーダンス BC が適用される部

分領域Ω(α)
の境界部分、境界

( )
p
αΓ (= Γp∩Γ(α))は、圧力 BC

が適用される部分領域Ω(α)
の境界部分、

( )
s
αΓ (= Γs∩Γ(α))は、

流体-板連成 I/F に属する部分領域Ω(α)
の境界部分である。

( ),
c
α βΓ  (= ( ),

c
β αΓ = Γ(α)∩Γ(β))は、部分領域Ω(α)

と部分領域

Ω(β)
の共通 I/F を表し、部分領域Ω(α)

が含まれる全ての部分

領域 I/F の集合を、
( )
c
αΓ = ( ),

c
1,

n
α β

β β α

Ω

= ≠
ΓU と書く。この I/F 上

に適用する必要がある連続性条件は、次節で議論する。 

A.2 部分領域連続性条件の記述 

音響部分領域Ω(α)
とΩ(β)

の間の音響 I/F ( ),
c
α βΓ (∀α, ∀β, α 

≠ β)には、r∈ ( ),
c
α βΓ において、以下の 2 つの連続性条件を

課さなければならない。 

 ( ) ( ) ( ) ( )p pα β=r r  (A.2-a) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )v vp pα α β β= −r rL L  (A.2-b) 

WBM では、2 つの部分領域を連成させるために、ラグラン

ジュ未定乗数のような補助変数を導入することなく、考慮

する部分領域の音響変数に連続性条件(A.2-a)と(A.2-b)を適

用させる直接連成アプローチを採用している。問題を適切

(well-posed)にするために、各部分領域に 1 つの連続性条件

を課す。このような連続性条件を課す手法は、圧力-速度連

成(pressure-velocity coupling)手法と呼ばれる。以下では便宜

的に、α>βのとき圧力 BC を、α<βのとき法線速度 BC を課

すことにする。 

一方、r∈ ( ),
c
α βΓ において、これと等価な連続性条件が以

下のように定義できる。 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )eq+ eqp pα α β β
−=r rL L  (A.3-a) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )eq+ eqp pβ β α α
−=r rL L  (A.3-b) 

ここで、等価法線方向速度演算子を次のように定義した。 

 ( ) ( ) ( )eq+
c

j 1
n Z

α
αρω

∂ •
• = − •

∂
L  (A.4-a) 

 ( ) ( ) ( )eq
c

j 1
n Z

α
αρω−

∂ •
• = − − •

∂
L  (A.4-b) 

スカラー cZ はインピーダンス連成因子である。この連続性

条件により、 cZ を通じて人工的な粘性が導入されるので、

従来の圧力-速度連成手法を用いるよりは、特に非減衰系の

共鳴周波数近辺の解析において安定な定式化となる。イン

ピーダンス連成因子 cZ として流体の音響インピーダンスρc

を選ぶと、収束速度に関して適当であることが示されてい

る。この場合も問題を適切に設定するため、各部分領域に 1
つの連続性条件を課す。このような連続性条件を課すやり

方を、インピーダンス連成(impedance coupling)手法と呼ぶ。 

A.3 構造変位展開 
WB 圧力展開式(3.2)に基づき、平板の定常法線方向変位

( )s sw x′ を、解の展開式 ( )ˆ s sw x′ として次式のように表す(s 

= 1,...,ns)。 

 ( ) ( )ˆs s s sw x w x′ ′  

 ( ) ( )T

fˆs s s s sx w x′ ′= +wψ  

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T

a a q
1

2
ˆ ˆ

n

s s s ss x w xα α α

α

αζ
Ω

=

′ ′+ +∑ w p  

  (A.5) 

ここでは、3.5.2 節でみられるようなキャビティ-構造-キャ

ビティタイプの連成を表現するために、スカラー
( )
s

αζ を導

入している。つまり、
( )
ss
αΓ =∅のとき

( )
s

αζ = 0、 ( )
ss
αΓ ≠∅の

とき
( )
s

αζ = n(α)Tnss である。n(α)
は部分領域Ω(α)

の境界にお

ける単位法線ベクトルであり、Ω(α)
の外向きに定義される。

また、nss は構造の法線ベクトルであり、キャビティの外向

きに定義される。つまり、
( )
ss
αΓ がキャビティの内側ならば

( )
s

αζ = +1、外側ならば
( )
s

αζ = −1、それ以外ならば
( )
s

αζ = 0

である。 

このとき、
( ) ( )aˆ s sxα ′w の各成分を数値積分することは計

算負荷が大きいので、圧力荷重が音響波動関数(3.5)の線形

和として表され、平板であるという仮定を利用できる場合

には、次のような解析解を利用して計算を高速化できる。

まず、 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

T

T ar ar
a a

as as

ˆ
ˆ

ˆ
s s

s s
s s

x
x

x

α α
α α

α α

′
′ =

′

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

w p
w p

w p
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T

ar ar as asˆ ˆs s s sx xα α α α′ ′= +w p w p  (A.6) 

L -L 

L L 

L L 

L

L

～
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の形式に分けて考える。関数ベクトル
( ) ( )arˆ s sxα ′w の各成分

( ) ( )arˆ si sw xα ′ は 、
( ) ( )s sxα ′r = ( )

s0sx α⎡⎣ + ( )coss sx αα′   ( )
s0sy α + 

( ) T
sins sx αα′ ⎤⎦ （

( )
s
αα は部分領域の局所座標系における板の

傾斜角、
( ) ( ) T

s0 s0s sx yα α⎡ ⎤⎣ ⎦ を局所座標系からみた板先端の位

置ベクトル）として、 

 ( ) ( ) ( )( ){ 4
ar r bˆ si s si sw x B kα α′ = − ×  

 ( ) ( ) ( )( )xr s0cos cosi s s sk x xα α αα′+⎡ ⎤⎣ ⎦  

 ( ) ( ) ( )( ) }( )
r xr s0sin cossi i s s sB k x xα α αα α′− + ×⎡ ⎤⎣ ⎦
)

 

 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )
yr s0

2 24
r b r

exp j sini s s s

s si s si

k y x

D B k B

α αα

α α

α′− +

− +

⎡ ⎤⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎣ ⎦

)  (A.7-a) 

で表され、関数ベクトル
( ) ( )asˆ s sxα ′w の各成分

( ) ( )asˆ si sw xα ′ は、

次式で表せる。 

 ( ) ( ) ( )( ){ 4
as s bˆ si s si sw x B kα α′ = − ×  

 ( ) ( ) ( )( )ys s0cos sini s s sk y xα α αα′+⎡ ⎤⎣ ⎦  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) }s ys s0sin sinsi i s s sB k y xα α α αα′− + ×⎡ ⎤⎣ ⎦
)

 

 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
xs s0

2 24
s b s

exp j cosi s s s

s si s si

k x x

D B k B

α α α

α α

α′− +

− +

⎡ ⎤⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎣ ⎦

)  (A.7-b) 

ここで、係数
( )
lsiB α

、
( )
lsiB α)  (l = r, s)は、以下で定義される。 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )4

x y

1
cos sin

2lsi li s li sB k kα α α α αα α= +⎡
⎣  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )4

x ycos sinli s li sk kα α α αα α+ − + ⎤
⎦  (A.8-a) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )4

x y

j
cos sin

2lsi li s li sB k kα α α α αα α= − +⎡
⎣

)
 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )4

x ycos sinli s li sk kα α α αα α− + ⎤
⎦  (A.8-b) 

ただし、
( )( ) ( )( )2 24

blsi s lsiB k Bα α− +
)

≈ 0 の場合は、数値積分を

用いる元の式(3.14)を使用しなければならない。 

A.4 連成音響振動モデル 
圧力の展開式(3.2)と変位の展開式(A.5)は、未知の波動関

数寄与係数の値に係らず、それぞれ、ヘルムホルツ方程式

(3.1)と板の運動方程式(3.10)を常に厳密に満たすことが分か

った。次に、これら寄与係数が、単に構造 BC、音響 BC、
連続性条件により決まることを示す。 

A.4.1 構造境界条件 
まず、構造 BC について考える。構造板の BC は端の位

置で特定され、展開式を用いて厳密に課される。例えば、

両端固定の場合の構造 BC(3.21-a)に式(A.5)を適用すると、

次のような行列方程式が得られる。 

 ( ) ( )
( )

( )

1
a1

s sa sa s

a

s

n
s s s s

n

Ω

Ω

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

w
p

A C C f

p

L
M

 (A.9) 

ここで、以下の行列を定義した。 

 ( ) ( ) ( ) ( ) T

s

0
0 s s s

s s s s
s s

d d L
L

dx dx
=

′ ′
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A
ψ ψ

ψ ψ  

 (A.10-a) 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

sa a aˆ ˆ0s s s s sLα α α αζ= ⎡⎣C w w  

 
( ) ( ) ( ) ( )

T

a aˆ ˆ0s s s

s s

d d L
dx dx

α α

′ ′
⎤
⎥
⎦

w w
 (A.10-b) 

 ( ) ( )f f fˆ ˆ0s s s sw w L= − ⎡⎣f  

 
( ) ( ) T

f fˆ ˆ0s s s

s s

dw dw L
dx dx′ ′

⎤
⎥
⎦

 (A.10-c) 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

q q q
1

ˆ ˆ0
n

s s s s sw w Lα α α

α

ζ
Ω

=

= − ⎡⎣∑f  

 
( ) ( ) ( ) ( )

T

q qˆ ˆ0s s s

s s

dw dw L

dx dx

α α

′ ′

⎤
⎥
⎦

 (A.10-d) 

 s f qs s s= +f f f  (A.10-e) 

式(A.10-b)に ( )
s

αζ が掛かっていることから、板と直接接する

部分領域Ω(α)
の波動関数に関連した部分行列

( )
sas
αC だけが非

零であることに注意したい。 
式(A.9)を ns個の平板についてまとめると、構造 BC に関

する部分のみの nWBM (≡ 4ns + na)個の未知数を含む 4ns次

の代数連立方程式となる。 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )s s s

1
s1 sa1 sa1 1

a
s

1
s sa sa

a

0

0

sn

n
n n n n

Ω

Ω

Ω

=

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

w
A C C

p
f

A C C
p

L

O M O M
M

L

 

  (A.11) 

これは、さらに簡潔に次式のように書ける。 

 [ ]s sa s
a

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

w
A C f

p
 (A.12) 

ここで、以下を定義した。 
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s

s1

s

s

0

0 n

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A

A
A

O  (A.13-a) 

 
s

TT T
sa sa1 san= ⎡ ⎤⎣ ⎦C C CL  (A.13-b) 

 ( ) ( )1
sa sa sa

n
s s s

Ω= ⎡ ⎤⎣ ⎦C C CL  (s = 1,...,ns) (A.13-c) 

 
s

TT T
1 n= ⎡ ⎤⎣ ⎦w w wK  (A.13-d) 

 ( ) ( ) T1 T T
a a a

nΩ= ⎡ ⎤⎣ ⎦p p pL  (A.13-e) 

 
s

TT T
s s1 sn= ⎡ ⎤⎣ ⎦f f fL  (A.13-f) 

A.4.2 音響の境界条件と連続性条件 
次に音響 BC について考える。音響問題領域Ωを nΩ個の

有界音響部分領域Ω(α)
に分けることにより、問題の音響 BC

に加えて、部分領域 I/F ( ),
c
α βΓ に沿う連続性条件(A.3-a), 

(A.3-b)、あるいは、I/F ( ),
cp
α βΓ と

( ),
cv
α βΓ に沿う連続性条件

(A.2-a), (A.2-b)を考慮する必要がある。これらを満たすこと

により、未知の波動関数寄与係数が決まることになる。 
音響 BC と連続性条件の両者は、境界に沿って連続的に

定義されるが、有限サイズの予測モデルのみが数値実装で

きるので、各部分領域に対して BC と連続性条件を、重み付

き残差式に変換する。まず、残差誤差関数を、次のように

定義する。 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )v v nˆR p vα α α= −r r rL  ( )( )v
α∈ Γr  

  (A.14-a) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )Z v
n

ˆ
ˆ

p
R p

Z

α
α α α= −

r
r r

r
L  ( )( )Z

α∈ Γr  

  (A.14-b) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p ˆR p pα α= −r r r  ( )( )p
α∈ Γr  (A.14-c) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
s

s s
1

n

s s
s

R R xα α

=

′= ∑r r  

 ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )
s

T
v s n

1

ˆ ˆj
n

s s s s
s

p x w xα α α ω
=

′ ′= −⎡ ⎤⎣ ⎦∑ r n nL  

 ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )
s

v n
1

ˆ ˆj
n

s s s s
s

p x w xα α αζ ω
=

′ ′= −⎡ ⎤⎣ ⎦∑ rL  

 ( ) ( )s

s s
1

n

s
s

α α

=
∈ Γ = Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

r U  (A.14-d) 

凸部分領域間の連続性条件は、インピーダンス連成手法で

は、次のように与えられる。 

 ( ) ( ) ( ) ( ),
cz cz

1,

n

R Rα α β

β β α

Ω

= ≠

= ∑r r  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )eq eq
1,

ˆ ˆ
n

p pα α β β

β β α

Ω

+ −
= ≠

= −⎡ ⎤⎣ ⎦∑ r rL L  

 ( ) ( ),
cz cz

1,

n
α α β

β β α

Ω

= ≠

⎛ ⎞∈Γ = Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠
r U  (A.14-e) 

一方、圧力-速度連成手法では、次のように与えられる。 

 ( ) ( ) ( ) ( ),
cp cp

1,

n

R Rα α β

β β α

Ω

= ≠

= ∑r r  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
1,

ˆ ˆ=
n

p pα β

β β α

Ω

= ≠

−∑ r r  

 ( ) ( ),
cp cp

1,

n
α α β

β β α

Ω

= ≠
∈ Γ = Γ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

r U  (A.14-f) 

 ( ) ( ) ( ) ( ),
cv cv

1,

n

R Rα α β

β β α

Ω

= ≠

= ∑r r  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )v v
1,

ˆ ˆ
n

p pα α β β

β β α

Ω

= ≠

= +⎡ ⎤⎣ ⎦∑ r rL L  

 ( ) ( ),
cv cv

1,

n
α α β

β β α

Ω

= ≠
∈ Γ = Γ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

r U  (A.14-g) 

同様な誤差関数が、nΩ個の音響部分領域に対して導出され

る。このとき、重み付き残差式は、導入した誤差関数を利

用してインピーダンス連成手法では、次式で与えられる。 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
v

vp R d
α

α α

Γ
Γ∫ r r%  + ( ) ( ) ( ) ( )( )

Z
Zp R d

α

α α

Γ
Γ∫ r r%  

 − ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
p

v pp R d
α

α α α

Γ
Γ∫ r r%L  

 + ( ) ( ) ( ) ( )( )
s

sp R d
α

α α

Γ
Γ∫ r r%  

 + ( ) ( ) ( ) ( )( )
cz

czp R d
α

α α

Γ
Γ∫ r r% = 0 (A.15-a) 

一方、圧力-速度連成手法では、以下のように与えられる。 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
v

vp R d
α

α α

Γ
Γ∫ r r%  + ( ) ( ) ( ) ( )( )

Z
Zp R d

α

α α

Γ
Γ∫ r r%  

 − ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
p

v pp R d
α

α α α

Γ
Γ∫ r r%L  

 + ( ) ( ) ( ) ( )( )
s

sp R d
α

α α

Γ
Γ∫ r r%  

 − ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
cp

v cpp R d
α

α α α

Γ
Γ∫ r r%L  

 + ( ) ( ) ( ) ( )( )
cv

cvp R d
α

α α

Γ
Γ∫ r r% = 0 (A.15-b) 

ここで、FEM で用いられるガラーキン法のように、重み関

数
( )p α% を式(3.18)のように選ぶ。以降では、例えば、波動関

数ベクトル
( )
a

αφ は、局所位置ベクトル r(α)
で定義されるこ

とが明らかであるので、ベクトルの位置依存性を表記から

除くことにする。 
まず、圧力展開式(3.2)と構造変位展開式(A.5)、及び、重

み関数展開式 (3.18)を、重み付き残差式 (A.15-a)あるいは

(A.15-b)の左辺第 1 項に代入すると、 

L 

L 

L L 

L L 

L

L

L

L 

L 
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 ( ) ( )
( )
v

vp R d
α

α α

Γ
Γ∫ % ( )T

a
α= ×p%  

 ( )
( )

( ) ( ) ( )( )( )
v

T
a a a q n

j
p̂ v d

nα

α α α α
αρωΓ

∂
+ − Γ

∂
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭∫ pφ φ  

 ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )( )
v

T
qT a

a a a n

ˆj p
v d

n nα

αα
α α α

α αρωΓ

∂∂
= + − Γ

∂ ∂

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪
⎜ ⎟⎨ ⎬

⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∫p p%

φ
φ  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(( )
v

T T T
a a a a

j
α

α α α α α α

ρωΓ
= ∇

⎧
⎨
⎩∫p n p% φ φ  

 ( ) ( ) ) }q np̂ v dα α+∇ − Γ  

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

v

T T
a a a

j
d

α

α α α α α

ρω Γ
= Γ

⎧⎛ ⎞
⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩

∫p n B p% φ  

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )
v

T
a n q

j ˆv p d
α

α α α α

ρωΩ
− − ∇ Γ

⎫⎛ ⎞
⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎭
∫ nφ  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
a v a v
α α α α= −p A p f%  (A.16) 

を得る。ここで、以下を定義した。 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )
v

T
v a

j
d

α

α α α α

ρω Γ
= Γ∫A n Bφ  (A.17-a) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
v

T
v a n q

j ˆv p d
α

α α α α α

ρωΓ
= − ∇ Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∫f nφ  (A.17-b) 

同様にして、式(A.15-a)あるいは(A.15-b)の左辺第 2 項は、 

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
Z

T
Z a Z a Zp R d

α

α α α α α α

Γ
Γ = −∫ p A p f%%  (A.18) 

となる。ここで、以下を定義した。 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
Z

T T
Z a a

n

j 1
d

Zα

α α α α α

ρωΓ
= − Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫A n Bφ φ  

  (A.19-a) 

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )
Z

q T
Z a q

n

ˆ j ˆ
p

p d
Zα

α
α α α α α

ρωΓ
= − ∇ Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫f nφ  

  (A.19-b) 

また、式(A.15-a)あるいは(A.15-b)の左辺第 3 項は、 

 ( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
p

T
v p a p a pp R d

α

α α α α α α α

Γ
− Γ = −∫ p A p f%%L  

  (A.20) 

となる。ここで、以下を定義した。 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )
p

T T
p a

j
d

α

α α α α

ρω Γ
= − Γ∫A B n φ  (A.21-a) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
p

T
p q

j
p̂ p d

α

α α α α

ρω Γ
= − Γ∫f B n  (A.21-b) 

さらに、式(A.15-a)あるいは(A.15-b)の左辺第 4 項は、 

 ( ) ( )
( )
s

sp R d
α

α α

Γ
Γ∫ %  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
s

T
a as n s s a

1

n

s s
s

α α α α α

=

= + +
⎡
⎢⎣
∑p C w A G p%  

 ( ) ( ) ( ) ( ), ,
sc a s sc

1, 1,

n n
α β β α α β

β β α β β α

Ω Ω

= ≠ = ≠

+ − −
⎤
⎥
⎦

∑ ∑G p f f  (A.22) 

となる。ここで、以下を定義した。 

 ( ) ( ) ( )
( )
s

T
as aj

s
s s s d

α

α α αζ ω
Γ

= − Γ∫C φ ψ  (A.23-a) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )s

s

T
s a

1

j
s

n

s s
s

d
α

α α α αζ
ρω Γ

=

= Γ∑ ∫A n Bφ  (A.23-b) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )s

s

T
s a na

1

ˆj
s

n

s s
s

d
α

α α α αω ζ
Γ

=

= − Γ∑ ∫G wφ  (A.23-c) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( )s

s

2, T
sc a na

1

ˆj
s

n

s s s
s

d
α

α β α β α βω ζ ζ
Γ

=

= − Γ∑ ∫G wφ  

 (β ≠ α) (A.23-d) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ){( )

s

s
s a nf nq

1

ˆ ˆj
s

n

s s s
s

w w
α

α α α αζ ω
Γ

=

= +∑ ∫f φ  

 ( ) ( )T
q

1 ˆs p dα α

ρω
− ∇ Γ

⎫
⎬
⎭

n  (A.23-e) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

s

s

2,
sc a nq

1

ˆj
s

n

s s s
s

w dα

α β α β α βω ζ ζ
Γ

=

= Γ∑ ∫f φ  

 (β ≠ α) (A.23-f) 

一方、部分領域間の連続性条件に関してインピーダンス

連成手法を採用した場合、式(A.15-a)の左辺第 5 項は、 

 ( ) ( )
( )
cz

czp R d
α

α α

Γ
Γ∫ % ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T ,

a cz a cz a
1,

n
α α α α β β

β β α

Ω

= ≠

= +
⎛
⎜
⎝

∑p A p C p%  

 ( ) ( ),
cz cz

1,

n
α α β

β β α

Ω

= ≠

− −
⎞
⎟
⎠

∑f f  (A.24) 

となる。ここで、以下を定義した。 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
cz

T T
cz a a

c

j 1
d

Zα

α α α α α

ρωΓ
= − Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫A n Bφ φ  

  (A.25-a) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ),
cz

, T T
cz a a

c

j 1
d

Zα β

α β α β β β

ρωΓ
= + Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫C n Bφ φ  

 (β ≠ α) (A.25-b) 

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )
cz

q T
cz a q

c

ˆ j ˆ
p

p d
Zα

α
α α α α α

ρωΓ
= − ∇ Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫f nφ  

  (A.25-c) 

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ),
cz

q, T
cz a q

c

ˆ j ˆ
p

p d
Zα β

β
α β α β β β

ρωΓ
= − + ∇ Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫f nφ  

 (β ≠ α) (A.25-d) 
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また、圧力-速度連成手法を採用した場合は、重み付き残差

式(A.15-b)を用いる。まず、式(A.15-b)の左辺第 5 項から、 

 ( ) ( )( ) ( )
( )
cp

v cpp R d
α

α α α

Γ
− Γ∫ %L  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T ,
a cp a cp a

1,

n
α α α α β β

β β α

Ω

= ≠

= +
⎛
⎜
⎝

∑p A p C p%  

 ( ) ( ),
cp cp

1,

n
α α β

β β α

Ω

= ≠

− −
⎞
⎟
⎠

∑f f  (A.26) 

を得る。ここで、以下を定義した。 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )
cp

T T
cp a

j
d

α

α α α α

ρω Γ
= − Γ∫A B n φ  (A.27-a) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ),
cp

, T T
cp a

j
d

α β

α β α α β

ρω Γ
= Γ∫C B n φ  (α ≠ β) (A.27-b) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )
cp

T
cp q

j
p̂ d

α

α α α α

ρω Γ
= Γ∫f B n  (A.27-c) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ),
cp

, T
cp q

j
p̂ d

α β

α β α α β

ρω Γ
= − Γ∫f B n  (α ≠ β) (A.27-d) 

後に、式(A-15-b)の左辺第 6 項から、 

 ( ) ( )
( )
cv

cvp R d
α

α α

Γ
Γ∫ % ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T ,

a cv a cv a
1,

n
α α α α β β

β β α

Ω

= ≠

= +
⎛
⎜
⎝

∑p A p C p%  

 ( ) ( ),
cv cv

1,

n
α α β

β β α

Ω

= ≠

− −
⎞
⎟
⎠

∑f f  (A.28) 

となる。ここで、以下を定義した。 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )
cv

T
cv a

j
d

α

α α α α

ρω Γ
= Γ∫A n Bφ  (A.29-a) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ),
cv

, T
cv a

j
d

α β

α β α β β

ρω Γ
= Γ∫C n Bφ  (α ≠ β) (A.29-b) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
cv

T
cv a q

j
p̂ d

α

α α α α α

ρω Γ
= − ∇ Γ∫f nφ  (A.29-c) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ),
cv

, T
cv a q

j
p̂ d

α β

α β α β β β

ρω Γ
= − ∇ Γ∫f nφ  

 (α ≠ β) (A.29-d) 

以上をまとめると、次の形式の関係式を得る。 

 ( ) ( ) ( )(
s s

T
a as1 1 asn n
α α α+ +p C w C w% L  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1 1 , 1 1
a a a a a a
α α α α α α− −+ + + +C p C p A pL  

 ( ) ( ) ( ) ( ), 1 1 , 1 1
a a a a

n nα α α α Ω Ω+ + + ++ + +C p C pL  

 ( ) ( ),1 , 1
c c

α α α −− − −f fL  

 ( ) ( ) ( ) ), 1 , 1
a c c

nα α α α Ω+ +− − − −f f fL = 0 (A.30) 

ここで、行列
( )
a
αA は、インピーダンス連成手法では、 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a v Z p s cz s
α α α α α α α= + + + + +A A A A A A G  

  (A.31-a) 

であり、圧力-速度連成手法では、 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a v Z p s
α α α α α= + + +A A A A A  

 ( ) ( ) ( )
cp cv s
α α α+ + +A A G  (A.31-b) 

と定義される。ただし、行列
( )
v
αA , ( )

Z
αA , ( )

p
αA , ( )

s
αA , 

( )
cz
αA , ( )

cp
αA , ( )

cv
αA は対称行列、

( )
s
αG は非対称行列である。

実装では、これら対称行列の性質を利用して計算の高速化

が可能となる。 

また、行列
( ),
a
α βC は、インピーダンス連成手法では次の

ように定義される。 

 ( ) ( ) ( ), , ,
a cz sc
α β α β α β= +C C G  (A.32-a) 

一方、圧力-速度連成手法では、以下のように定義される。 

 ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ,
, cp sc

a , ,
cv sc

α β α β
α β

α β α β

α β

α β

+ >
=

+ <

⎧
⎨
⎩

C G
C

C G
 (A.32-b) 

また、ベクトル
( )
a

αf は、インピーダンス連成手法では、 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a v Z p s cz

α α α α α α= + + + +f f f f f f  (A.33-a) 

と定義され、圧力-速度連成手法では、次式で定義される。 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a v Z p s cp cv

α α α α α α α= + + + + +f f f f f f f  (A.33-b) 

さらに、ベクトル
( ),
c

α βf は、インピーダンス連成手法で

は、次のように表せる。 

 ( ) ( ) ( ), , ,
c cz sc

α β α β α β= +f f f  (A.34-a) 

また、圧力-速度連成手法では、以下のように書ける。 

 ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ,
, cp sc

c , ,
cv sc

α β α β
α β

α β α β

α β

α β

+ >
=

+ <

⎧
⎨
⎩

f f
f

f f
 (A.34-b) 

ところで、重み付き残差式(A.15-a, b), (A.30)は、任意の

重み関数
( )p α% あるいは

( )
a
αp% に対して成り立つので、式

(A.30)の括弧内は 0 でなければならない。これにより、

nWBM 個の未知波動関数寄与ベクトルに関する
( )
an α

次の線形

連立方程式が得られる。 

 ( ) ( ) ( ),1 , 1
as a a
α α α α −⎡⎣C C CL  

L 
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 ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1
a

1
a, 1 ,

a a a
a

1
a

a

n

n

α
α α α α α

α

α

Ω

Ω

−
+

+

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎤⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

w
p

p
A C C b

p
p

p

M

L

M

 (A.35) 

ここで、 

 ( ) ( ) ( )
sas as1 asn

α α α= ⎡ ⎤⎣ ⎦C C CL  (A.36-a) 

 ( ) ( ) ( ),
a c

1,

n
α α α β

β β α

Ω

= ≠

= + ∑b f f  (A.36-b) 

である。このような行列方程式が、各部分領域に対して得

られる。したがって、nΩ個の系を組み合わせると、nWBM

個の未知の波動関数寄与ベクトルに関する na 次の連立線形

方程式から成る音響 WB モデルが得られる。 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

1 1 1,2 1,
1as a a a

a2 2,1 2 2,
2as a a a

a

,1 ,2
as a a a

a

n

n

n n n n
n

Ω

Ω

Ω Ω Ω Ω

Ω

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

w
C A C C

p
C C A C

p

C C C A
p

L

L

M M M O M
M

L

 

 

( )

( )

( )

1

2

nΩ

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

b
b

b
M

 (A.37) 

この音響 WB 行列方程式(A.37)は、 

 [ ]as a
a

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

w
C A b

p
 (A.38) 

のように簡潔な形式で書ける。ここで、以下を用いた。 

 ( ) ( ) ( ) T1 T 2 T T
as as as as

nΩ= ⎡ ⎤⎣ ⎦C C C CL  (A.39-a) 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1,2 1,
a a a

2,1 2 2,
a a a

a

,1 ,2
a a a

n

n

n n n

Ω

Ω

Ω Ω Ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A C C

C A CA

C C A

L

L

M M O M

L

 (A.39-b) 

 ( ) ( ) ( ) T1 T 2 T TnΩ= ⎡ ⎤⎣ ⎦b b b bL  (A.39-c) 

A.4.3 波動モデルの組み立て 
終的に、構造 BC(A.12)と音響 BC と連続性条件から得

られる形式(A.38)を組み合わせると、nWBM 個の未知波動関

数寄与ベクトル w と paに関する行列方程式が得られる。 

 s sa s

as a a

=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A C w f
C A p b

 (A.40) 

FEM と対照的に、WBM においては、その成分が複素数

で、周波数独立な部分行列に分けることのできない密な行

列をもつ行列方程式となる。これは、BEM の場合と同様で

ある。しかしながら、WBM の大きな利点は、連立代数方程

式の次元が、FEM や BEM などの要素ベース手法と比べて

非常に小さく抑えられることである。このような速い収束

性により、WBM は、動的な応答計算に対して計算要求の小

さい方法となるため、中間周波数領域を含む広い周波数領

域を含んだ問題が解析できるのである。 

A.4.4 波動関数のスケーリング 
WB モデルを数値的に精度良く解くためには、連立方程

式(A.40)の悪条件を緩和する必要がある。そのためには、全

ての波動関数が、考慮する音響振動系の音響部分領域にお

いて、1 よりも小さな振幅をもつことが重要となる。 
ところで、音響波動関数の集合(3.5)には、波数の定義

(3.7-a,b)から、2 つの異なるタイプの波動関数が含まれてい

る。 初のタイプの波動関数は、x、y 両方向の波数成分が

実数である。これは、この波動関数の振幅が 1 より大きく

ならないことを意味している。2 番目のタイプの波動関数に

ついては、1 方向の波数成分が実数で、他の方向の波数成分

が複素数である。このタイプの波動関数では、振幅が複素

数の波数成分に関連する方向に減衰し、それらは 1 よりも

大きくなることがある。さらに、1 方向で実数の波数成分が

大きくなるにつれて、他の方向の振幅が大きく減衰する。 
したがって、WB モデルの実装時には、波動関数の振幅

を 1 より小さくするようなスケーリング係数
( )

xsif α
と

( )
yrif α

を

波動関数の定義式に導入する必要がある。つまり、音響

（部分）領域の外接矩形領域が、x(α)∈[0, ( )
xL α ]、y(α)∈[0, 

( )
xL α ]で定義されているとき、次の波動関数スケーリングを

導入する。 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ar xrcosi ik xα α α αφ = ×r  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )yr yr yexp j i ik y f L
αα α α⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦

 (A.41-a) 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )as xs xs xexp ji i ik x f Lα α α α α αφ = − − ×⎡ ⎤⎣ ⎦r  

 ( ) ( )( )yscos ik yα α  (A.41-b) 

ここで、以下を用いた。 

 ( )
( )( )
( )( )
xs

xs

xs

1 Im 0

0 Im 0
i

i

i

k
f

k

α

α

α

>
=

≤

⎧⎪
⎨
⎪⎩

 (A.42-a) 
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 ( )
( )( )
( )( )
yr

yr

yr

1 Im 0

0 Im 0
i

i

i

k
f

k

α

α

α

>
=

≤

⎧⎪
⎨
⎪⎩

 (A.42-b) 

ただし、Im(●)は複素数の虚部を表す。 
同様にして、式(3.14)で定義された構造波動関数を、次の

ようにスケーリングする（ sx′ ∈[0, Ls]）。 

 ( ) ( )bexp ji
si s s s si sx k x f Lψ ′ ′= − −⎡ ⎤⎣ ⎦   (i = 1,...,4) (A.43) 

ここで、スケーリング係数 fs2は 1 に等しく、係数 fs1、fs3、

fs4は 0 である。 
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