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Abstract 

 

  In order to apply the GMRES method, faster and more stable than the LU-SGS method,  

to the three-dimensional hybrid-unstructured-grid finite-volume method Euler ／

Navier-Stokes solver JTAS (JAXA Tohoku-university Aerodynamic Simulation code), we 

developed a GMRES library code. Additionally, we solve some linear systems with simple 

coefficient matrices to examine stability of the GMRES method. As a result, we confirm 

the algorithm is more stable than Symmetric Gauss-Seidel method, and the 

preconditioning works well. We also find that under very ill-condition cases, the GMRES 

method shows unstable behavior. 

 

Key Word: Krylov subspace method, GMRES, preconditioning, LU-SGS, Symmetric 

          Gauss-Seidel, Navier-Stokes, CFD, approximate factorization 

 

概 要 

 

 3 次元ハイブリッド非構造格子有限体積法 Euler／Navier-Stokes ソルバ JTAS（JAXA 

Tohoku university Aerodynamic Simulation code）に対して，LU-SGS法より高速で安定な

解法である GMRES法を適用するため，その準備として GMRES法のライブラリを作成した．

そして，簡単な行列を係数行列に持つ連立方程式を解くことにより，その安定性の検証を行っ

た．その結果，Symmetric Gauss-Seidel法と比較して，より安定な計算が行えることが確認

できた．また，前処理の有効性も確認できた．一方で，係数行列の条件が悪い場合には，GMRES

法も不安定になる場合のあることがわかった． 
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1. はじめに 

 

 本報告書は，3 次元非構造格子有限体積法Euler／

Navier-StokesソルバJTAS（JAXA Tohoku university 

Aerodynamic Simulation code）で使用されている

LU-SGS法に代えて，より高速で安定な連立方程式の解

法であるGMRES（Generalized Minimal Residual）法

[1]を導入し，ソルバの安定化及び高速化をはかる目的で

行った作業について報告するものである．今回の作業で

は，その前段階としてGMRES法のライブラリを作成し，

その安定性評価を行った． 

 現在，宇宙航空研究開発機構(JAXA)では，次世代超音

速機技術の基礎研究として小型超音速実験機（NEXST

－1）に関するプロジェクトが進められている[2][3]．こ

のプロジェクトにおいては，複雑な形状の回りにおける

剥離や再付着を伴う複雑な流れ場に対する数値流体力学

（CFD；Computational Fluid Dynamics）による解析

技術が求められている．このような解析には，非構造格

子法（Unstructured Grid Method）が良く用いられる．

非構造格子法は， 

 

(1) 構造格子に比べて格子生成が比較的容易 

(2) 流れ場の重要な場所に格子を細分化して局所的重点

的に配置し精度向上を図ることが可能 

(3) 最適設計時における形状変化に伴う計算格子の修正

が容易 

 

といった特徴を持つ．JAXAにおいては，非構造格子ソ

ルバとして，主にJTASが用いられている[4][5][6]．

JTASは，東北大学で開発されたTAS(Tohoku university 

Aerodynamic Simulation code)[6]をもとにJAXAに導

入されているCeNSS(Central Numerical Simulation 

System)と呼ばれる大規模SMP（Symmetric Multiple 

Processor）クラスタシステム（富士通製PRIMEPOWER 

HPC2500）に適合するよう若干の変更が加えられたコー

ドであり，オリジナルのTASと区別する意味でJTASと呼

ばれている． 

 現在，JTASでは Euler／Navier－Stokes方程式を離

散化して得られる連立方程式の解法として，LU-SGS法

が用いられている．しかし，近年では LU-SGS法より優

れた連立方程式の解法が考案されており，その成果を反

映することにより，より高速で安定に解を得ることが期

待できる．そこで，より優れた解法である GMRES法を

JTAS に組み込むこととした．本報告では，GMRES 法

の概要を示すとともに，実際に組み込む前に GMRESラ

イブラリの単体試験として行った安定性の検証結果につ

いて報告する． 

2. 数値解法 

 

 ここでは，GMRES法が，どのような解法であるかに

ついて説明する． 

 

2.1 Krylov部分空間法 

 連立一次方程式の反復解法として最も簡単な方法は,

近似解として適当なベクトル x0を与え，得られた残差に

よりこれを修正し新たな近似解 x1 を計算することを以

下同様に繰り返すことであろう．即ち，N 次元の未知ベ

クトル x，定数ベクトル b 及び N 行 N 列の係数行列

ＡＡＡＡによって与えられる N 元一次連立方程式 

bAx =                  (2.1) 

に対して，反復 k 番目（k=1,2,…）の近似解 xk及び残差

ベクトル rkを， 
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kkk

Axbr
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+= −− 11
   for k=1,2,....     (2.2) 

として与え，適当なベクトル x0の元に，残差 rk が十分

小さくなるまで繰り返す方法である．このような反復解

法を Richardsonの反復法という． 

 ところで，このとき得られる近似解 x1，x2，x3…は，

それぞれ 
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であることから，ベクトル zkが係数行列 A のべき乗と

残差 r0の積（r0，Ar0，A
2
r0，…A

k-1
r0）の適当な線形

結合によって作られるものすれば，一般に近似解 xkを 

kk zxx += 0               (2.3) 

と表すことができる．このとき，ベクトル列 r0，Ar0，

A
2
r0，…A

k-1
r0が互いに一次独立であれば，これを k 次

元ベクトル空間の基底と考えることができる．この k 次

元ベクトル空間は，真の解 xが存在すると考えられる N

次元ベクトル空間の部分空間となることから，このベク

トル空間をKrylov部分空間（Krylov subspace）という． 

 ところで，残差 r0と係数行列 A のべき乗が作る基底

は，互いに直行しているとは限らないので，Richardson

の反復法は仮に収束条件を満足していたとしても，有限

回の反復で収束する保障はない．一方で，この基底を基

に Gram-Schmidtの直交化等の方法を用いて（正規）直

交基底を生成することにより，原理上 N 回の反復で厳密

解に収束する一連の「反復」解法を構築することができ

る．このような Krylov 部分空間上の直交基底を基にし

た反復解法を Krylov部分空間法という． 

 Krylov 部分空間法は，生成された直交基底の基に zk
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を一意に決定する方法により大きく二つに分類すること

ができる．そのひとつは，残差ベクトル rkがそれまでに

得られた残差ベクトル列 r0，r1，…，rk-1 と直交するよ

うに近似解 xkを選ぶ方法であり，共役勾配法（Conjugate 

Gradient Method, CGM）の系列がそれに相当する．残

りのもうひとつは，残差ベクトル rkが最小になるように

近似解 xkを選択する方法であり，共役残差法（Conjugate 

Residual Method, CRM）の系列がそれに相当する． 

 

2.2 Arnoldi法 

 Krylov 部分空間において直交基底を生成するために

は，Arnoldi 法と呼ばれるアルゴリズムが使用される．

Arnoldi法によりm（m≦N）次元部分空間の正規直交基

底を生成する具体的な方法をアルゴリズム 2.1に示す． 

 

アルゴリズム 2.1 Arnoldi 法 
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 上のアルゴリズムでは．適当な単位ベクトル v1から始

めて，ステップ 3で（直交するとは限らない）基底を生

成している．ベクトル列 r0，Ar0，A
2
r0，…A

k-1
r0は，

行列 A の固有値に収束する可能性があるので，Arnoldi

法では v1，Av1，Av2，…Avk-1等として基底ベクトルを

生成している．ステップ 4及び 5では，Gram-Schmidt

の直交化による直交基底の生成が行われ，ステップ 7で

生成された直交基底の正規化が行われている．このとき，

hi,j は一般の行列 A に対して相似変換して得られる

Hessenberg行列の要素となっている（APPENDIX A参

照）． 

 ここでは，直交基底の生成に Gram-Schmidtの直交化

を用いたが，この方法は計算機による有限桁の計算にお

いて誤差が累積し易いことが知られている．そこで，

Gram-Schmidtの直交化の計算順序を変更し，すでに一

部直交化されたベクトルを用いて順次直交化を繰り返す

修正 Gram-Schmidtの直交化†や，Householder変換を

応用した直交化を利用して，直交基底を生成する場合も

ある．但し，Gram-Schmidtの直交化と比較して，修正

                                                           
† Gram-Schmidtでは，最初に直交化される全てのベクトルに

対して非直交成分を計算し，最後に直交ベクトルを得る．一方，

修正 Gram-Schmidtでは，順次直交化を繰り返す． 

Gram-Schmidtの直交化では並列化に際して各プロセス

ごとの同期を取る回数が増加し，Householder変換によ

る直交化では演算量が増加する． 

 もし，係数行列Aが対称行列であった場合には，相似

変換によって得られる Hessenberg 行列も対称行列でな

ければならない．対称な Hessenberg 行列は三重対角行

列であるから， 

mjhh

jiforh

jjjj

ji

,...,2,1

11,0

.11,

,

==

−<≤=

++

     (2.4) 

となる．このことにより Arnoldi法はより簡略化され，

行列Aが対称行列である場合に適用可能な Lanczos（ラ

ンチョス）法が得られる．αj=hj,j，βj=hj+1,j=hj,j+1と置い

た場合の具体例をアルゴリズム 2.2に示す． 

 

アルゴリズム 2.2 Lanczos 法 
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2.3 GMRES法 

 係数行列A が対称でない場合に適用可能な Krylov部

分空間法のひとつに GMRES（Generalized Minimal 

RESidual）法がある．この解法は，その名前が示す通り 

残差ベクトル rk が最小になるように近似解 xk を選択す

る方法である．いま，Arnoldi 法により得られた正規直

交基底を v1，…，vm とし，線形結合の定数を y1，…，

ymとすれば，（2.3）式は， 

mm

m

i
iim y

yVx

vxx

+=

+= ∑
=

0

1
0

            (2.5) 

と書くことが出来る．ここで，Vm は N 行 m 列の行列

Vm=[v0  v1  …  vm]（Arnoldi 法によって生成された

正規直交基底 vi を列ベクトルとして持つ行列）であり，

ym は m 次元ベクトル ym=[y0  y1  …  ym]
T
である．

GMRES 法とは，この線形結合定数ベクトル ym を求め

るアルゴリズムのことである．即ち，GMRES 法は，m

次元ベクトル ymの関数 J(ym)を 

( )mm

mmJ

yVxAb

Axby

+−=

−=

0

)(
      (2.6) 

としたときに，J(ym)を最小にするベクトル ymを求める
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方法を与える． 

 GMRES 法により近似解 xm を求める方法の概略は以

下の通りである．まず，最初のベクトル v1として初期残

差ベクトル r0 を正規化したもの（v1=r0／∥r0∥）を選

び Arnordi 法（アルゴリズム 2.1）により正規直交化基

底及び Hesssenberg行列の要素を生成する．次に，関数

J(ym)を最小にするベクトル ymを求める．(2.6)式は， 

( ) mmmJ yHey
~

1 −= β          (2.7) 

と変形できる（APPENDIX B参照）．ただし，β は初期

残差ベクトル r0 の大きさ（β=∥r0∥）であり，e1 は最

初の成分のみ１であるm+1次元の単位ベクトル（e1=[1 

0 … 0]
T
）である．また，H

～

mは APPENDIX Aの(A.5)

式に示す Hessenberg 行列の最後に一行を加えた m+1

行m 列の行列である．この(2.7)式を最小化する問題は，

Givens回転を用いたQR分解法により行列H
～

mを上三角

行列に変換することにより解くことができ（APPENDIX 

C参照），ベクトル ymが求まる．このとき同時に，近似

解 xm を求めることなく収束判定をすることが可能であ

る．近似解 xm は，収束した後に(2.5)式より一回のみ求

めればよい． 

 以上の手順をまとめてアルゴリズム 2.3 として示す．

これが基本となる GMRES法のアルゴリズムである． 

 

アルゴリズム 2.3 GMRES 法 
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2.4 GMRES法の大規模連立方程式への適用 

 「2.3 GMRES 法」で示したアルゴリズムを大規模な

連立一次方程式の解法として実際に適用しようとすると，

直交基底 vi及びHessenberg行列を保存する必要がある

ためメモリ不足により破綻してしまう．これを回避する

方法の主なものとして，リスタート GMRES（Restarted 

GMRES）法と不完全 GMRES（Truncated GMRES）

法がある． 

 

2.4.1 リスタート GMRES法 

 リスタート GMRES法では，アルゴリズム 2.3ステッ

プ 3のループを連立方程式の元数 N より小さい値 m（例

えば 10，20等）で実行し，得られた近似解 xmをあらた

な初期ベクトル x0として再び同じ計算を繰り返す．この

ようなリスタート GMRES 法は，一般に GMRES(m)法

と表記される．このとき，いくつかのm 次元のベクトル

空間が生成される．もし，連立方程式の真の解 xが存在

する N 次元ベクトル空間（の部分空間）がこれらのベク

トル空間の直積で表されるならば，GMRES(m)法が

GMRES法に一致することは明らかである．ただし，直

積で表される保障はない． 

 

2.4.2 不完全 GMRES法 

 Arnoldi 法は，既に得られた全ての基底ベクトルに直

交する基底を順次生成する．この過程を，高々直前 k-1

本の基底ベクトルにのみ直交する基底を生成する，不完

全直交化過程（Incomplete Orthogonalization process）

で置き換えることにより，必要なメモリ量を節約すると

同時に演算量を削減することが可能である．アルゴリズ
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ム 2.4に，不完全直交化過程を示す． 

 

アルゴリズム 2.4 不完全直交化過程 
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 この不完全直交化過程により，アルゴリズム 2.3 のス

テップ 3 から 8 を単純に置き換えた GMRES 法を

QGMRES（Quasi-GMRES）法という． 

 不完全直交過程によって得られる Hessenberg 行列

Hmは帯行列となる．このことを利用すると，近似解 xm

を行列の積を含む(2.5)式ではなく，行列の積を含まない

漸化式 

m
m

mmm pxx )(
1 g+= −            (2.8) 

によって計算することが可能である（APPENDIX D参

照）．ただし，pmはm 行m 列の行列 Pm=[p1,…,pm]を 

1~ −= mmm RVP  

で定義したときの，最後（m 番目）の列ベクトルである．

また，スカラ gm
(m)

及び行列R
～

mについては，APPENDIX 

C の(C.4)式及び(C.16)式を参照されたい．QGMRES 法

に対して，(2.8)式を適用することにより，アルゴリズム

2.5 に示す DQGMRES（Direct Quasi-GMRES）法が

得られる．以下では，DQGMRES 法のことを不完全

（Truncated）GMRES法という． 

 

アルゴリズム 2.5 DQGMRES 法 
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 ところで，不完全 GMRES法では，全ての基底ベクト

ル viが直交する訳ではないので，この基底で展開された

近似解は，もはや残差∥b-Axm∥を最小にする訳ではな

い．しかし，近似的に最小化することは期待できる． 

 また，残差を評価する(C.21)式は，その導出過程で基

底ベクトル vi の直交性を使用しているので成立しない．

代わりに， 

)(
12

1 m
mm km ++−− g≦Axb       (2.9) 

なる不等式が成立することが知られている．ここで，m

≦k のとき，k はm で置き換えられる．この不等式は一

般に過大評価であり，実際は残差の良い近似になってい

ると言われてはいるものの，｜gm+1
(m)

｜によって近似解

の残差を評価すると，収束していないにもかかわらず収

束したものとみなしてしまう可能性がある． 

 より厳密に残差を評価するには，漸化式 

11 ++ +−= mmmmm cs vzz          (2.10) 

によって与えられるベクトル zm+1 のノルムを評価すれ

ばよい．ただし，z1=v1 である．この場合，ベクトル zi

を保存するための余分なメモリと，1ステップ当たり 3N

回の演算を必要とする，また，ノルムを計算するには 2N

回の演算が必要である． 

 そこで，スカラ量に関する漸化式 

mmmm cs +=+ ςς 1            (2.11) 

を使って，｜ζm+1｜で残差を評価する方法もある．ただ

し，ζ1=∥v1∥である．この方法は，厳密な評価を行うも

のではないが，(2.9)式よりは精確な評価が行える．これ

ら，不完全 GMRES法における残差の評価方法の詳細に

ついては，Saad(2000)[7]を見よ． 

 

2.5 前処理付き GMRES法 

 いま，適当な行列 M が与えられたとして，その逆行

列M
-1
を(2.1)式の両辺に左からかけて得られる方程式 

bMAxM 11 −− =             (2.12) 

を考える．(2.12)式を解いて得られる解 x は，(2.1)式を

解いて得られるそれと同一であるから，(2.1)式を解くか

わりに(2.12)式を解いてもよい．もし，M=AでありM
-1

が具体的に求められるならば，(2.12)式は解けたことに

なる．一般にM
-1
を厳密に求めることは非常に困難であ

るが，行列Mとして係数行列Aの疎性を考慮して fill in

を無視した不完全 LU分解を行ったものを選んだり，近

似的に係数行列 A の逆行列を求めて M
-1
とするなどの

様々な方法により，(2.12)式に対して Krylov部分空間法

を適用した方が，(2.1)式に対して適用する場合に比べて，

より安定で早い収束を期待できる場合がある．(2.1)式を

変形して(2.12)式を得る処理を前処理（preconditioning）

と言い，行列Mを前処理行列（preconditioner）と言う．
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(2.12)式による前処理の場合，前処理行列を左から作用

させているので，特に左前処理（left preconditioning）

とも言う．左前処理付き GMRES（left preconditioned 

GMRES）法のアルゴリズムを得るには，(2.12)式に素直

に GMRES法を適用すればよい．これにより，左前処理

付き GMRES法としてアルゴリズム 2.6を得る． 

 

アルゴリズム 2.6 左前処理付き GMRES 法 

( )

( )

( )

1,.10

~
.9

.8

.7

.6

.5

,...,2,1,4

3

 loopiteration   GMRES ,212

,.1

0

0

1

,11

,1

1
,

,

1

0010

0
1

00

ToGoandsetelsestopconvergedIf

and

ofimizermintheCompute

DoEnd

h

wh

h

jiforh.

.

....,m Do:,For j.

and

computeandChoose

m

mmm

mm

jjjj

jjj

j

i
ijijj

ijji

jj

xx

yVxx

yHey

wv

vww

vw

AvMw

rrvr

AxbMrx

=

+=

−

=

=

−=

==

=

=

==

−=

++

+

=

−

−

∑

β

β

 

 

アルゴリズム 2.6において，ステップ 3の計算は前処理

行列としてどのようなものを選ぶかによって，連立方程

式 

jjjj AvvvMw == ~,~          (2.13) 

を解くことを意味する場合がある．このとき，初期残差

r0を計算するには，連立方程式 

00 AxbMr −=              (2.14) 

を解くことになる． 

 前処理の方法としては，(2.12)式のように前処理行列

を左から作用させる左前処理の他に，前処理行列 M を

不完全LU分解して係数行列Aの両側から作用させる方

法と係数行列の右側から作用させる方法がある．これら

の方法はそれぞれ，分離前処理（split preconditioning）

及び右前処理（right preconditioning）と呼ばれる．分

離前処理は，前処理行列をM=LUと分解して， 

uUx

bLuAUL

1

111

−

−−−

=

=
           (2.15) 

を解く．ただし，Lは下三角行列であり，Uは上三角行

列である．また，右前処理は， 

Mxu

buAM

=

=−1
              (2.16) 

を解く．ただし，以下に示されるされるように，右前処

理付き GMRES法は，新しいベクトル u及びその初期値

u0使わずに構成することが可能である．まず，前処理系

における初期残差 r0=b-AM
-1
u0 は，それに等しい

b-Ax0によって計算可能である．その後全ての Krylov

部分空間上のベクトルを求める際に，変数 uが参照され

ることはない．最後に，(2.15)式の近似解は， 

∑
=

+=
m

i
iim y

1
0 vuu            (2.17) 

によって与えられる．ここに，u0=Mx0である．これに

M
-1
を乗ずれば，求めたい xについての近似解を得るこ

とができる． 









+= ∑

=

−
m

i
iim y

1

1
0 vMxx         (2.18) 

即ち，右前処理では，前処理行列（の逆行列）の乗算は

最後に解を求めるために必要となる．このことは，左前

処理の場合において初期残差を求めるために最初に必要

だったのとは対照的である．右前処理付き GMRES法は

アルゴリズム 2.7のようになる． 

 

アルゴリズム 2.7 右前処理付き GMRES 法 
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アルゴリズム 2.6 の場合と同様，アルゴリズム 2.7 にお

いても，ステップ 3の計算は前処理行列としてどのよう

なものを選ぶかによって，連立方程式 

jjjj wAwvwM ~,~ ==         (2.19) 

を解くことを意味することがある．この場合，近似解 xm

を求めるには，s=M
-1
Vmymとおき，連立方程式 

mmyVMs =               (2.20) 

を解いた後，xm=x0+sを計算することになる． 
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 行列Aが対称の場合は，前処理付き共役勾配法が適用

可能である．このとき，内積の定義に前処理行列 M を

介在させることにより，前処理行列 M の逆行列と係数

行列 A の積 M
-1
A について，対称性を保存することが

できる．そして，Cholesky 分解された前処理行列

M=LL
T
の場合には，左前処理付き共役勾配法と分離前

処理付き共役勾配法は理論上一致する．同様にして，係

数行列Aが対称行列に近い場合には，その対称性に近い

性質を保持できる分離前処理付き GMRES 法を構成す

ることが可能であり，因数分解された前処理行列を使用

するのが最も適当であると考えられる． 

 A が一般の行列の場合，前処理行列M が悪条件を持

つような特別な場合を除けば，三つの前処理の間に一般

的な相違は，ほとんど見られない．左前処理付きGMRES

法において生成される基底が張るベクトル空間と，右前

処理のそれは一致している．ただし，右前処理の場合に

は，元々の方程式における残差ノルム∥b-Axm∥そのも

のを最小にするのに対して，左前処理の場合には，前処

理された残差ノルム∥M
-1
(b-Axm)∥を最小にすると

いう違いがある．この違いは，左前処理（あるいは分離

前処理）において収束判定を行う場合に注意が必要であ

ることを意味する． 

 

2.6 LU-SGS法 

 解析対象となる流れ場は近似的に定常であるという仮

定の下に，Navier-Stokes 方程式の定常解を求めること

を考える．三次元非定常圧縮性 Navier－Stokes 方程式

の積分形表示は， 

( ) ( )[ ] 0=+
∂
∂

∫∫
Ω∂Ω

SQGQFQ ddV
t

－     (2.21) 

で与えられる．ここに，Q＝[ρ,ρu,ρv,ρw,e]
T
は保存量

（Conservative variables）ベクトルであり，ρは密度，

u=[u,v,w]T は流速，eはエネルギーである．また，F(Q)

及びG(Q)はそれぞれ非粘性流束ベクトル及び粘性流束

ベクトルである．定常状態では， 

0=
∂
∂
∫
Ω

dV
t
Q               (2.22) 

であり，したがって， 

( ) ( )[ ] 0=∫
Ω∂

SQGQF d－           (2.23) 

を満たす保存量ベクトル Q を求めればよい．しかし，

(2.23)式を解くことは困難であることが多い．そのため，

(2.21)式を時間発展させて行き，十分な時間経過の後に

漸近的に(2.22)式が成立した時の解を定常解とみなすこ

ととする． 

 (2.21)式は，各物理量の無次元化を行った後，これを

数値的に計算するために離散化される． 

 まず，空間方向について，ここではセル節点有限体積

法によって非構造格子系に離散化する．有限体積法にお

ける検査体積（Control Volume）は，図 2.1に示したよ

うに，各格子節点周りに要素の中心A，要素表面の中心B，

Ｄ及び要素を構成する辺の中点Cを結んで出来る面を境

界とする多面体として定義される．このような検査体積

の定義方法は，非重合二重格子（non-overlapping dual 

cell）と呼ばれる． 

 

                        j 

 

 

         ∆Sijnij 

                       B 

               C             D 

                         A        k 

 

                                             l 

 

         i 

図 2.1 三角錐要素における検査体積境界面 

 

 この空間離散化によって(2.24)式が得られる． 

( ) ( )∑ ∆





−−=

∂
∂ ++

)(

11

Re

1

ij
ijij

n
ij

n
ij

i
i S

t
V nQGQF

Q
 (2.24) 

ここに，Viは節点iのまわりの検査体積であり，∆Sijとnij

はそれぞれ節点iとそれに隣接する節点jとの間の検査体

積表面の面積及びその単位法線ベクトル（点iから見て外

向きが正）である．また，Σj(i)は節点iの周りの多面体検

査体積において，それを構成する全ての面についての総

和を取ることを意味する．Reはレイノルズ数である． 

 次に，(2.24)式について時間方向の離散化を行う．こ

こでは，Euler陰解法を適用することにより， 

( ) ( )[ ]∑ ∆−−=

=
∆
∆

+++

+

)(

111

1

,,
ij

ij
n
ij

n
ij

n
i

n
i

n
i

i

S

t
V

nQgnQfR

R
Q

 (2.25) 

を得る．ただし，∆Qi
n
≡Qi

n+1
-Qi

n
，f(Q,n)≡F(Q)n及

びg(Q,n)≡(1/Re)G(Q)nとおいた．また，∆tは時間刻

み幅を，上付き添え字nは時間ステップを表す．(2.25)

式は 

i
i

n
in

i
n
i Q

Q

R
RR ∆

∂
∂

+=+1          (2.26) 

とおくことにより線形化することができる．全ての節点

についての方程式をまとめて書けば， 

nn
RQA =∆               (2.27) 

を得る．ただし， 
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( ) ( )[ ] (2.29)

(2.28)
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∆
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ij

ij
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ij
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ij
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nQgnQfR
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であり，∂R／∂Qはヤコビ行列である．このとき，(2.27)

式は，∆t → ∞の極限においてNewton法†による求解に一

致し，良く知られているように 2次の収束性を示す． 

 ところで，(2.29)式のRi
n
が(2.23)式を差分化して得ら

れる式そのものであることに注意されたい．したがって，

(2.27)式の時間ステップを進め ∆Q=[∆Qi]が 0 に収束す

れば，Ri
n
=0となり求める定常解が得られたことになる．

このことから，Ri
n
は残差と呼ばれる．また，(2.27)式の

右辺（RHS)の評価は十分厳密に行う必要があるものの，

左辺（LHS）の評価は収束を疎外しない程度の粗いもの

で良いことがわかる．JTAS においては，数値流束の評

価を HLLEW法‡により行うと同時に高次精度差分を用

いることにより右辺の評価の高精度化が計られている．

一方で，左辺に含まれるヤコビ行列の評価は，簡便な方

法によって行うことで，行列Aの評価を効率化すること

が一般的である．このとき，∂R／∂Qは残差Ri
n
の厳密

なヤコビ行列とはならないので，2 次の収束性は失われ

るが，その代わりに，行列Aの評価に要する時間を短縮

することができる． 

 いま，ヤコビ行列を評価するために使用する数値流束

ベクトルを 

( ) ( ) ( )[
( )]iijjji

ijiijiij

QQ

nQfnQfnQf

λλ −−

+= ,,
2

1
,

     (2.30) 

によって定義する．これは，Roeの流束関数（Roe's flux 

function）においてRoe行列をそのスペクトル半径で置

き換えたものである．このとき，両辺を保存量ベクトル

によって偏微分することにより，数値流束ベクトルのヤ

コビ行列の要素 

( ) ( )
I

Q

nQf

Q

nQf
ij

i

iji

i

ij λ+
∂

∂
=

∂

∂ ,,
      (2.31) 

及び 

( ) ( )
I

Q

nQf

Q

nQf
ji

j

ijj

j

ij λ−
∂

∂
=

∂

∂ ,,
     (2.32) 

が得られる．(2.30)及び(2.31)式において，｜λij｜はヤコ

ビ行列J≡∂f/∂Qのスペクトル半径|U|+aに，粘性ベクト

ルのヤコビ行列を無視する代わりの効果を付け加えたも

                                                           
† xの関数 f(x)において f(x)=0を満たす xを求める反復解法．

反復 n 回目の近似解を xnとしたときに，次の近似解 xn+1は，

xn+1=xn-f(xn)／f '(xn)．ただし，f '(x)は f(x)の導関数． 
‡ Harten-Lax-Van Lee-Einfeldt-Wada法[8] 

の，即ち， 

( )
iji

i
iij aU

xx −
++=

ρ

µ
χλ

Re
2     (2.33) 

である．ただし，Uは検査体積表面法線方向速度であり，

a は音速，µ は粘性係数，χ は経験定数 1.01である．そ

して，xi及び xjはそれぞれ節点 i 及び j の位置ベクトル

である．ここで，(2.31)及び(2.32)式より，この流束ベク

トルを用いてヤコビ行列を評価する方法が，Jamesonと

Turkelによって提案されたヤコビ行列 Jの分割方法[9] 

IJJ λ±=±               (2.34) 

に従っていることが判る．粘性項については，流束ベク

トルのスペクトル半径で補正したので残差 R のヤコビ

行列では無視する．以上によりヤコビ行列の要素， 

( ) ( )
∑ ∆








+

∂

∂
=

∂
∂

)(

,

2

1

ij
ijij

i

iji

i

i SI
Q

nQf

Q

QR
λ   (2.35) 

及び 

( ) ( )
ijji

j

ijj

j

i S∆











−

∂

∂
=

∂
∂

I
Q

nQf

Q

QR
λ

,

2

1
   (2.36) 

が得られる．このとき，(2.36)式はヤコビ行列∂R／∂Q

のi行j列目のブロック要素であると同時に，流束ベクト

ルの対称性から，j行j列目のブロック対角項の一部であ

る．同様に，(2.35)式は，∂R／∂Qのi行i列目のブロック

対角項であると同時に，Σj(i)[・]内の各項は，符号を変え

てj行i列目のブロック要素となる．ところで，面ijに接す

るふたつの検査体積i及びjにおいて，いずれか大きい節

点番号を持つ検査体積をjとし，他方をiとすることが必

ずできる．即ち，j>iとすることができる．するとi行j列

目のブロック要素は，必ずヤコビ行列∂R／∂Qの上三角

要素となり，j行i列目のブロック要素は同じく下三角要

素となる（図 2.2参照）．また，面ijはそれが唯一含む辺

ijによって指定できる．したがって，係数行列Aを上三角

行列U，下三角行列L及び対角行列Dの和 

ULDA ++=              (2.37) 

で表した場合に，そのゼロでない各ブロック要素は，例

えばアルゴリズム 2.8 のように全ての辺ijについて計算

することにより求められる． 

 

               i列       j列 

         i行    Di=(V/∆t)I-Lij-… 

                          Uij' 

=
∂
∂
Q

R
 

         j行   Lij        Dj=(V/∆t)I-Uij-… 

 

図 2.2 ヤコビ行列の対角項と非対角項の関係 
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アルゴリズム 2.8 ヤコビ行列のブロック要素の計算 

( )

( )

( )
( )

DoEnd

.

.

SCompute

SCompute

edges Do:of....,all,For ij.

t

V
set

ijjj

ijii

ijij
i
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ijji
j

ijj
ij

i
i

.7
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5

,
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,
.3

,212

.1

UDD

LDD

I
Q

nQf
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Q

nQf
U
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−−=

−−=

∆







−

∂

∂
−=

∆











−

∂

∂
=

=
∆

=

λ

λ

 

 

アルゴリズム 2.8 よりゼロでない上三角要素及び下三角

要素を保存するためには，それぞれ辺の数だけのブロッ

ク要素を保存する領域があればよいことが判る．また，

これを書き下せば(2.38)式を得る． 

( )

( )

( )

( )

( )
∑ ∆








+

∂

∂
−

∆
=

∆







+

∂

∂
−=

∆
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∂

∂
=

∆











+

∂

∂
−=

∆











−

∂

∂
=
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,

,

,

,
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ijij

i

ijii
i

ijij
i

iji

ijij
i

jii
ij

ijji
j

jij

ijji
j

ijj
ji

S
t

V

S

S

S

S

I
Q

nQf
ID

I
Q

nQf

I
Q

nQf
L

I
Q

nQf

I
Q

nQf
U

λ

λ

λ

λ

λ

  (2.38) 

ただし，njiは検査体積jの面ijにおける外向き法線ベクト

ルであり，nji=-nijである． 

 以上のことから，(2.27)式は 

( ) nn RQULD =∆++           (2.39) 

と書くことができた．(2.39)式は，近似因数分解（AF；

Approximate Factorization）法によって解ける．いま， 

( ) ( ) ( ) ( )ULDUDDLDULD 11 −− +++=++  (2.40) 

が成り立つ．∆t が十分小さければ 1+∆t～O(1)であるか

ら，右辺第一項がO(1)であるのに対して，右辺第二項は

O(∆t
2
)となる†．したがって，この項を無視することに

すれば，(2.39）式は， 

( ) ( ) nn RQUDDLD =∆++ −1        (2.41) 

と左辺を（近似的に）因数分解することができる．(2.41)

                                                           
† ∆t が十分大きいと右辺第二項はO(∆t)となり，線形化による

誤差と共に２次の収束性を得られなくなる要因のひとつとなる． 

式は ∆Q
n-1/2

≡D
-1
(D+U)∆Q

n
とおくことにより， 

( )

( ) 21

21

:

:

−

−

∆=∆+

=∆+

nn

nn

sweepBackward

sweepForward

QDQUD

RQLD
       (2.42) 

と二段階に分けることができる．(D+L)及び(D+U)がそ

れぞれ下及び上三角行列であることを考慮すれば，

(2.40)式は以下のようにして解くことができる． 

[ ]
nnn

nnn

step

step

QUDQQ

QLRDQ

∆−∆=∆

∆−=∆
−−

−−−

121

21121

:2

:1
    (2.43) 

(2.43)式を具体的に書き下せば， 

( )

( )
∑

∑

<

−−−
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−−

∆∆
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∂
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−∆=∆












∆∆
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jijij

i
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n
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S
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2

1
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,

2

1
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Q
Q

nQf
DQQ

Q
Q

nQf
RDQ

λ

λ

                      (2.44) 

となる．ただし， 

( )
∑ ∆








+

∂

∂
−

∆
=

)(

,

ij
ijij

i

ijii
i S

t

V
I

Q

nQf
ID λ    (2.45) 

である．ここで，ヤコビ行列の性質， 

( )
∑ =∆

∂

∂

)(

0
,

ij
ij

i

iji
S

Q

nQf
          (2.46) 

を考慮し，加えて，ヤコビ行列∂f/∂Qの計算を省くため， 

( )
( ) ( )nQfnQQffQ

Q

nQf
,,

,
−∆+≡∆∆

∂

∂
ijj

i

ijj
～ (2.47) 

なる近似を行うことにする．また，節点iと節点jの節点

番号の大小関係は，例えばベクトル化のために超平面

（hyper plane）を導入したような場合には，その節点の

属する超平面番号の大小関係に置き換えられるため，下

三角形要素に属する節点の集合j∈L(i)と上三角形要素

に属する節点の集合j∈U(i)でより一般的に表すことに

する．これにより，最終的に行列要素を保存する必要な

し（matrix-free form）に計算可能な(2.48)式を得る． 

( ){ }

( ){ }∑

∑

∈

−−−

∈

−−−

∆∆−∆−∆=∆












∆∆−∆−=∆

)(

21121

)(

21121

,
2

1

:2

,
2

1

:1

iUj

n
jijjiij

n
ji

n
i

n
i

iLj
ij

n
jijij

n
j

n
ii

n
i

S

step

S

step

QnQfDQQ

QnQfRDQ

λ

λ

                      (2.48) 

ただし， 
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ID 









∆−

∆
= ∑

)(ij
ijij

i
i S

t

V
λ         (2.49) 

である．以上の解法は，ヤコビ行列のブロック対角項Di

が対角化されたことにより，逆行列の計算を必要としな

い（近似的なLU分解による）直接法となっている．一方

で，(2.48)式は，反復解法の一種である二段階の対称

Gauss-Seidel（SGS）法（の特別な場合）となっている

（APPENDIX E参照）．そこで，このような解法は

LU-SGS法と呼ばれている[10]，[11]，[12]． 

 

2.7 LU-SGS前処理付き GMRES法 

 LU-SGS法は，前処理として利用することが可能であ

る（APPENDIX E）．したがって，LU-SGS法が採用さ

れているEuler/Navier-StokesソルバにGMRES法を適

用しようとした場合，その前処理として LU-SGS 法を

用いるのは極めて自然なことである．例えば，前処理に

不完全 LU分解（Incomplete LU decomposition）を用

いた場合には，不完全 LU分解を行うためのコストがか

かると共に，得られた行列を保存するための領域が別途

必要となる．LU-SGS法では，既に保存されている係数

行列Aをそのまま利用することが可能であり，LU分解

にかかるコストも前処理行列のための余分な保存領域も

必要としない．LU-SGS 法を前処理とした GMRES 法

の構築は極めて簡単である．前処理行列Mを 

( ) ( )UDDLDM ++= −1          (2.50) 

とおけばよい．そして，左前処理の場合にはアルゴリズ

ム 2.6に従うと共に，連立方程式(2.13)式及び(2.14)式を

LU-SGS法を用いて解けばよい．一方，右前処理の場合

にはアルゴリズム 2.7に従い，(2.19)及び(2.20)式を解く

ことになる．LU-SGS法により連立方程式を解くための

プログラムは，既に当該ソルバに含まれている．これに

より，GMRES法導入に伴うプログラミングの負担も軽

減される． 

 

3. 計算結果 

 

 ここでは，GMRES法により簡単な係数行列の基に連

立方程式を解いた結果について示す．以下では，全ての

ケースにおいて，修正 Gram-Schmidtの直交化を用いて

直交基底を生成法した． 

ケース１ 係数行列として Toeplitz行列の一種である 























=

⋱⋮⋮⋮⋮

⋯

⋯

⋯

⋯

αγ
βαγ

βα
βα

00

0

00

00

A          (3.1) 

において，α=2，β=1 とし，γ をパラメータとして連立

方程式Ax=bを Symmetric Gauss-Seidel（SGS）法と

GMRES法によって解いた結果について，反復回数 n に

対する残差∥b-Axn∥の値を図 3.1 に示す．定数ベクト

ルは b=1（全ての要素を１）とし，初期ベクトルは x0=0

とした．また，連立方程式の次元 N は 100である． 

 図 3.1 より明らかなように係数行列が対角優位†な場

合（γ=1.0）においては，SGS法が GMRES法の約半分

程度の反復回数で収束するものの，非対角項が優位とな

る γ=1.5では一時的な残差の増大が見られ，γ=2.0では

更なる残差の増大と 10
-8

程度で収束が頭打ちとなり解

法が不安定となっていることがわかる．実際，γ=2.5 で

は発散する．一方，GMRES法は一貫して安定した収束

を見せ，その安定性において SGS 法に比べ優位である

ことがわかる． 

 

図 3.1 SGS法と GMRES法の比較 

 

 

図 3.2 SGS法と前処理付 GMRES法の比較（γ=1.0） 

 

ケース２ ケース１の γ=1.0 の場合について，SGS法，

GMRES 法，SGS 右前処理付 GMRES（RGMRES）法

                                                           
† ここでは，行列 A=[ai,j]において全ての行 i において，対角

項が非対角項の和より大きい場合，すなわち|ai,i|≧Σ |ai,j|のとき，

対角優位行列であるものとする．逆に|ai,i|＜Σ |ai,j|のとき非対角

優位行列であるとする． 
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および SGS左前処理付 GMRES（LGMRES）法につい

て収束性を比較した結果を図 3.2に示す．SGS前処理法

については，APPENDIX Hを参照されたい． 

 この図において，右前処理付 GMRES（RGMRES）

法と左前処理付 GMRES（LGMRES）法は，ほぼ一致

しており，SGS法より早い収束を見せている．これによ

り，前処理を行うことで収束性が改善されることが確認

された．また，右前処理と左前処理に有意な差のないこ

とが確認された． 

 

ケース３ ケース１の γ=2.0 の場合について，SGS法，

GMRES 法，SGS 右前処理付 GMRES（RGMRES）法

および SGS左前処理付 GMRES（LGMRES）法につい

てその収束性を比較した結果を図 3.3に示す． 

 この図においてもケース２の場合と同様，RGMRES

法と LGMRES法はほぼ一致しており，SGS法より安定

でかつ早い収束性を見せていることがわかる．これによ

り，非対角優位な場合においても，前処理として SGS

法が適用可能であることがわかった． 

 

図 3.3 SGS法と前処理付 GMRES法の比較（γ=2.0） 

 

ケース４ ケース１において，γ=2.0，N=1000として，

GMRES 法とリスタート GMRES（RGMRES）法の比

較を行った結果を図3.4に，GMRES法と不完全GMRES

（TGMRES）法の比較を行った結果を図 3.4にそれぞれ

示す．（ ）内には，基底ベクトル数を示した． 

 基底ベクトルの数を 10 とした場合（RGMRES(10)お

よび TGMRES(10)）において明らかな収束性の低下が見

られるが，30 では GMRES 法と同様の収束性を示して

おり，リスタート GMRES 法および不完全 GMRES 法

の有効性が確認された．一方で，リスタート GMRES法

と不完全 GMRES 法では，同じ基底ベクトル 10におい

て明らかに収束性に差がみられる．リスタート GMRES

法に比べ，不完全 GMRES法の実装が極めて困難である

ことを考え合わせれば，実用性においてはリスタート

GMRES法の方が優れているといえる． 

 

図 3.4 GMRES法とリスタート GMRES法の比較 

 

図 3.5 GMRES法と不完全 GMRES法の比較 

 

ケース５ 最後に GMRES 法に限らず，全ての Krylov

部分空間法に共通する収束性に関して問題となる典型的

な例を図 3.6 に示す．この例では，係数行列 A として，

三重対角行列 























=

⋱⋮⋮⋮⋮

⋯

⋯

⋯

⋯

0.22.100

0.10.22.10

00.10.22.1

000.10.2

A       (3.2) 

を用い，N=100とした．定数ベクトルおよび初期ベクト

ルは，ケース１同様 b=1，x0=0 である．反復回数 n に

対する残差∥b-Axn∥を図示した． 

 このケースでは，100 元連立方程式に対して反復 99

回までは，ほとんど残差の減少がみられず，10
-2
のオー

ダーに留まっているにもかかわらず，反復 100回目では

ほぼ厳密解に収束している．これは，GMRES法を含む

Krylov 部分空間法が N 回の反復で必ず厳密解に収束す

ることの一例となっている．一方で，数百万元，数千万

元あるいは数億元の大規模連立方程式の解法として適用

するには，N 回より十分早く必要な精度の解が得られる

ことが求められており，Krylov部分空間法の収束特性の

欠点としてよく知られる典型例ともなっている． 
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図 3.6 Krylov部分空間法の収束性 

 

4. 考察 

 

 「3. 計算結果」のケース１に示した計算結果のうち，

GMRES 法についてのみ，改めて図 4.1に示す．ここで

は，γ=2.5，γ=3.0 および γ=3.5 の場合の計算結果も合

わせて示している． 

 GMRES 法に限らず Krylov 部分空間法に属するアル

ゴリズムは，N 元連立方程式Ax=bに対して，その係数

行列Aが正則である限り，N 回の反復で必ず厳密解に収

束することが数学的に保障されており，行列Aの（正則

性以外の）性質には依存しないと考えられている．とこ

ろが，図 4.１に示された計算結果では，非対角項 γ が大

きくなるに従い収束性が悪くなり，γ=3.5 では計算が不

安定になって，十分な収束が得られなくなっている．こ

のことから，明らかに非対角項が優位になるに従い，計

算が不安定になるという相関が存在することがわかる． 

 ところで，同じく厳密解を与えるアルゴリズムに，直

接法の一種である Gauss の消去法がある．この解法も，

数学的には係数行列Aが正則であれば，必ず厳密解が求

まるアルゴリズムである．しかし，この解法を数値解法

として適用すると，対角項に比べて非対角項が大きい場

合に不安定になるため，行の入れ替えにより最も大きな

行列要素を対角項にするピボッティング（pivoting）と

呼ばれる操作を併用する必要があることが知られている．

例えば，係数行列 A=[ai,j]において，非対角項と対角項

の比の総乗 Π(ai,j/ai,i)，i=1,N は，連立方程式の次元 N

および各項 ai,j/ai,iが有限である限り，数学的に発散する

ことはない．しかし，例えば，1.1
900

～1.8x10
37

である

ことを考えれば，大規模連立方程式における数値計算の

場合には，発散は容易に起こりうる．Krylov部分空間法

の基となる Arnoldi法においては，正規直交基底の生成

過程に誤差が含まれる可能性のあることは既に知られて

いる．しかし，それとは別に，Arnoldi 法には，係数行

列 A のべき乗および Hessenberg 行列の要素 hj+1,jによ

る除算が含まれている．図 4.1 に示された結果からは，

係数行列の非対角項が優位になることにより，これらの

値の比が発散傾向を示し，Gaussの消去法と同じような

数値計算上の不安定性をもたらしていると考えることが

できる． 

 

図 4.1 GMRES法の非対角項依存性 

 

 図4.2に，「3. 計算結果」ケース１に示した条件の下，

γ=3.0 とした場合の GMRES 法及び SGS 左前処理付

GMRES（LGMRES)法の収束状況を示す．GMRES 法

では，およそ反復 80 回程度まで明確な収束が見られな

いものの，その後急速に残差が減少し，ほぼ厳密解に近

い値が得られている．一方で，前処理を行ったケースで

は，反復初期に発散傾向が見られ，その後収束に向かう

ものの，残差がおよそ 10
-7
程度に減少した段階で頭打ち

となっており，計算が不安定となっていることがわかる．

この原因は，SGS法が，連立方程式(2.13)式 

jjjj AvvvMw == ~,~          (2.13) 

を正しく解けないことにある．前処理行列 M は，係数

行列Aの十分な近似になっていることが望ましい．この

ことは，行列Mが行列Aの性質もよく受け継いでいる

ことを意味する．したがって，行列 Aが非対角優位であ

るならば，行列 M も非対角優位である可能性がある．

この場合，SGS 法が(2.13)式を正しく解けなくなる可能

性がある．前処理の性格上(2.13)式は，厳密に解かれる

必要はないが，必要な精度が得られないと前処理付

GMRES 法が不安定になることを図 4.2の例は示してお

り，前処理にも限界のあることがわかる． 

 一方で，我々の目的は CFD の分野において表れる連

立方程式を短時間のうちに，安定して，精度よく解くこ

とにある．したがって，一般の悪条件（ill-conditioned）

な係数行列を持つ連立方程式が解けなければならない必

然性はない．実際，連立方程式の係数行列の条件を改善

するための試みとして，Navier-Stokes 方程式の定常解

を時間発展の下に解くこと等が行われている． 

 結局，より良い Euler／Navier-Stokes ソルバを開発

するためには，古典的反復解法よりは安定な GMRES法
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のような解法を適用することにとどまらず，このような

係数行列改善の試みを組み合わせていくことも重要であ

ると言える． 

 

図 4.2 悪条件の場合の前処理付 GMRES法 

 

5. まとめ 

 

 簡単なToeplitz行列を係数行列とした連立方程式に対

して，GMRES法の安定性と前処理の有効性が確認でき

た．一方で，非対角項が優位になるに従い，GMRES法

も不安定となり，その安定性に限界のあることも確認さ

れた．また，前処理が上手く働かない場合のあることも

わかった．これらのことから，Euler／Navier－Stokes

ソルバの開発には，より良い連立方程式の解法を選択す

るにとどまらず，Euler／Navier－Stokes方程式を離散

化する際に，最終的に得られる連立方程式の係数行列の

条件が良くなるような工夫も重要であるといえる． 

 今後，実際に JTASコードに組み込み，より現実的な

計算条件の下に，GMRES法の安定性に加え，計算時間

の評価を行う必要がある． 

 なお，反復法の収束性に関する解析は，係数行列の固

有値を基に行われるのが一般的である．しかし，大規模

連立方程式では，その固有値を求めることが困難である

ことから，それがどのような分布を持っているのかにつ

いて，全く明らかになっていない．一方で，対角項と非

対角項の大小比較は，より簡単に行うことができる．こ

の観点から実問題に対する安定性を検討することにより，

現象論的な知見が得られると期待される． 

 

APPENDIX A Arnoldi法の行列表現 

 

 ここでは，Arnoldi 法の行列表現について考える．ア

ルゴリズ 2.1のステップ 5及び 8より， 
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1
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=
vAv      (A.1) 

である．このm 本（j=1,2,…,m）の式をまとめて書けば， 
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ただし，Vm は N 行 m 列の行列 Vm=[v0  v1  …  vm]

（正規直交基底 viを列ベクトルとして持つ行列）であり，

右辺は Σhi,jvi（j=1,2,…,m）を列ベクトルとして持つ N

行 m 列の行列である．ところで，(A.2)式右辺の第 1 列

ベクトルは， 
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と書ける．但し，i > j+1のとき hi,j=0であるとした．ま

た，ベクトル hの上付き添え字はベクトルの次元を表す

ものとし，h1
(m+1)

=[h1,1 h2,1 … hm+1,1]
T
と置いた．同様

にして，hk
(m+1)

=[h1,k h2,k … hm+1,k]
T
（k=1,2,…,m）と

置けば，一般に右辺第 k 列ベクトルは， 
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となる．よって，N 行 m+1 列の行列H
～

mをH
～

m=[h1
(m+1)
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 … hm+1
(m+1)

]
T
とおけば， 
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を得る．この式の両辺に左から Vm
T
を掛ければ， 
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となる．但し，(vi ,vj )=δi,j (i,j=1,…,m)であることを用

いた．ここで，Hm=[ h1
(m)
 h2

(m)
 … hm

(m)
 ]
T
とおけば， 

mmm HAVV =T  

と書ける．以上により，Arnoldi法の行列表現 

mmm

mmm

HAVV

HVAV

=

= +

T

1

~

           (A.4) 

が得られた．但し， 
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である．ここで，i > j+1のとき hi,j=0であるから，行列

Hmは Hessenberg行列である．このことから，Arnoldi

法とは，係数行列Aを Hessenberg行列Hmに相似変換

する直交行列 Vm を生成するアルゴリズムであることが

わかる． 

 

APPENDIX B 最小化すべき関数 J(ym) 

 

 ここでは(2.6)式 

( )mmmJ yVxAby +−= 0)(       (B.1) 

より，(2.7)式として示した最小化すべき関数 J(ym) 

( ) mmmJ yHey
~

1 −= β          (B.2) 

の導出を行う． 

 いま，ベクトル ymのベクトル関数 J(ym)を 

( ) ( )mmm yVxAbyJ +−= 0         (B.3) 

で定義する．右辺をまとめ直せば， 
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 ここで，GMRES法では，直交基底の最初のベクトル

v1として v1=r0／∥r0∥を選ぶので，β=∥r0∥とおけば，

r0=β v1であるから 

( ) mmm yAVvyJ −= 1β  

 また，e1を最初の成分のみ１である m+1 次元の単位

ベクトルとすれば， 
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であり，APPENDIX A (A.4)式より 

mmm HVAV
~

1+=  

であるから， 
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 ところで，(vi ,vj )=δi,j (i,j=1,…,m)であるから，Iを

m+1行m+1列の単位行列としたときに， 
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であり，任意のm+1次元ベクトルを qとしたときに， 
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であるから， 
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 即ち， 
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よって，(B.1)式より(B.2)式が導かれた． 
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APPENDIX C 関数 J(ym)を最小にする ym 

 

 ここでは，関数 J(ym) 

( ) mmmJ yHey
~

1 −= β          (C.1) 

を最小にするベクトル ym を求める方法を示す．この問

題は，ベクトルの直交行列による変換が，ベクトルの向

きを変えるものの大きさ（ノルム）は変えないことを利

用し，行列H
～

m を上三角行列に変換することにより解く

ことが出来る．上三角行列に変換するための直交変換と

しては，Givens回転による QR分解を用いる．このとき，

行列H
～

m は m+1 行 m 列の行列であるから，最後の行

（m+1行目）の要素は，すべて０となる． 

 いま，回転行列Ωi (i=1,…,m)を 
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で定義する．GMRES法の反復m 回目においてこの行列

は，m+1行m+1列の正方行列となる．そして，これら

の回転行列の積をQmとおく．即ち， 

∏
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i
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このとき，QmQ
T
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T
mQm=Iであれば 
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となる．ただし， 
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と置いた．ここで，(C.4)第二式が QR分解に相当する†．

これにより 

( ) mmmmJ yRy
~~ −= g         (C.5) 

を最小にするベクトル ymを求めればよいこととなる． 

                                                           
† 通常行列Hを QR分解する場合には，H=QRと分解する．

QQT=QTQ=Iに選ぶので，このときにはQTH=Rとなる． 

 まず，回転行列Ωiを左からかけた時に行列H
～

mが上三

角行列になるように ci及び si (i=1,…,m)を定める．m 行

m+1列の行列Rm
(1)
を 

mm HΩR
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1
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とすれば，その要素表示は， 
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と書ける．行列H
～

mの三行目以降は，回転行列Ωiによっ

て変更を受けないことに注意されたい．ここで，行列H
～

m

を上三角行列に変換するために，r
(1)
2,1=0 としたい．し

たがって， 
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また，行列 Qm が QmQ
T
m=Q

T
mQm=I であるためには，
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iΩi =Iであればよい‡ので， 
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より，回転行列Ωiの要素 ci及び siは関係式 

122 =+ ii sc                (C.7) 

を満たせばよい．ここに，i = 1,…,m である．(C.6)及び

(C.7)式より， 
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及び 

                                                           
‡ 正方行列 AAAA 及び BBBB に対して，(ABABABAB)T=BBBBTAAAAT であるから，

QQQQmQQQQTm=(ΩΩΩΩ1…ΩΩΩΩm)(ΩΩΩΩ1…ΩΩΩΩm)T=ΩΩΩΩ1…ΩΩΩΩmΩΩΩΩTm…ΩΩΩΩT1．よって，

ΩΩΩΩiΩΩΩΩTi=IIII ならば QQQQmQQQQTm=IIII． 

← i   行 

← i+1行 
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を得る．ただし，j=1,…,m である．次に行列Rm
(2)
を， 
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と書けるので， 
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及び 
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が得られる．ただし，j = 2,…,m である．以下順次行列

Ωiを左からかけて行けば i = m-1のとき， 
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及び 
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を得る．ただし，j=m-1,m である．最終的に， 
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即ち， 
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において， 
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また， 
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及び 
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  (C.15) 

が得られる．以上によって，回転行列Ωi (i=1,…,m)の要

素 ci及び siと，この回転行列により行列H
～

mを上三角行

列に変換して得られる行列 Rm
(m)

の要素 r
(k)

k,j(j=1,…, 

m ;k=1…,j)が得られた． 

 ところで，m は一般に 1 から N まで変化する．しか

し，m=l-1のときに得られたこれらの値はm=l のときに

もそのまま利用可能である．即ち，m=l のときには，回

転行列 Ωlの要素 cl及び slと，行列 Rl
(l)
の l 列目の要素

h
(j)

,j,l(j,1,…,l)のみを計算すればよい．したがって，これ

らの要素を計算するアルゴリズムは，以下のようになる． 

 

アルゴリズム C.1 cl，slと r
(j)

,j,l+1の計算 
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DoEnd
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 Do:....,l,For j.

hrSet

 

 

ここで，ステップ 3～6 に示したように，一旦計算結果

をスカラ変数に保存することで，行列H
～

mの要素 hi,jを記

憶する領域と行列 Rl
(l)
の要素 h

(i)
,i,,j を記憶する領域を同

じ領域とすることが可能となる． 

 次に，g
～

m=Qm β e1を計算する． 
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2
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m
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m += gggg ⋯g      (C.16) 

とおけば， 
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であるから， 
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 (C.17) 

となる．ここで，m=1のとき， 
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β

β
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s
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g

g
              (C.18) 

であるから，g
～

mを求めるアルゴリズムは，以下のように

なる． 

 

アルゴリズム C.2 g
～

mの計算 
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Set
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 loopiteration   GMRES ,212
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ただし，ステップ 2は GMRES法の反復計算ループであ

り，反復計算一回ごとにステップ 3及び 4の計算を行え

ばよい．これにより，g
～

m=Qm β e1を求めることができ

た．ちなみに， 

( )

( )

( )

⋮

⋮

⋮

⋮⋮⋱





























−

−

=≡



























−

=≡























−

=













































−

=

≡

0

0

~

0

0

~

0

0

0

0

0

1

1

~

123

123

12

1

111233

12

12

1

11122

1

1

11

11

1111

sss

ssc

sc

c

ss

sc

c

s

c

cs

sc

β
β

β

β

β
β

β

β

β
ββ

β

eΩΩΩ

eΩΩ

eΩ

g

g

g

 

であるから，gi
(m)

は以下の式で与えられる． 
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 以上のことから，関数 J(ym)を最小にするベクトル ym

は，次のようにして求めることができる．いま，m 行の

列ベクトル gm及びm 行m 列の行列Rmをそれぞれ 









=

+
)(
1

~
m

m

m
m

g

g
g  
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で定義する．このとき， 
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  (C.19) 

となる†．ここで，(gm+1
(m)
)
2
≧0 かつ定数であるから関

数 J(ym)は， 

0=− mmm yRg             (C.20) 

のとき最小となる．よって，この連立方程式を解いてベ

クトルymを求めればよい．行列Rmは上三角行列なので，

この連立方程式は簡単に解ける．(C.19)式を要素表示す

れば， 
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であるから，m 行目から順に計算できて， 
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となる．これにより，関数 J(ym)を最小にするベクトル

ymが得られた． 

 ところで，得られたベクトル ymに対して(C.20)式より

gm-Rmym=0であるから，(C.19)式より 

                                                           
† ベクトル x=[x1 … xk xk+1 … xm]

T，x1=[x1 … xk]
T及び

x2=[xk+1 … xm]
Tにおいて，∥x ∥2 =∥x1 ∥

2 +∥x2 ∥
2 ． 

This document is provided by JAXA.



一般化最小残差(GMRES)法の安定性検証 19
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g

gyRy g
  (C.21) 

となる．一方，(C.17)式において g
(m)

m+1=-smgm
(m)

であ

るから，sm=0 のとき(C.21)式より J(ym)=0 である．こ

のことから，残差ノルム∥b-Axm∥を評価するために，

近似解 xm を計算する必要がないことが判る．|smgm
(m)
|

が十分小さく（ε）なった場合に収束したと見做せば良い．

そして，近似解 xmは収束後に一回のみ計算すればよい． 

 これにより，関数 J(ym)を最小にするベクトル ymを求

めるアルゴリズムは，例えばアルゴリズム C.3のように

なる． 

 

アルゴリズム C.3 関数 J(ym)を最小にするベクトル ym 
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APPENDIX D DQGMRES法における近似解 
 

 ここでは，DQGMRES法において近似解 xmを求める

漸化式(2.8)式 

m
m

mmm pxx )(
1 g+= −             (D.1) 

の導出を行う． 

 GMRES（DQGMRES）法の近似解 xmは，(2.5)式 

mmm yVxx += 0              (D.2) 

によって与えられる．ベクトル ymは，(C.20)式より連立

方程式 

mmm g=yR  

を解いて得るのであるから， 

mmm g
1−= Ry                (D.3) 

(D.3)式を(D.2)式に代入して， 

mmmm g
1

0
−+= RVxx  

Pm≡VmRm
-1

とおけば， 

mmm gPxx += 0              (D.4) 

ここで，(C.17)式より 









= −

(m)
m

m
m

g

1g
g  

であるから，これを(D.4)式に代入して， 

m
(m)
mm

m
(m)
mmmm

px

pPxx

g

g

+=

++=

−

−−

1

110 g
       (D.5) 

これにより，(D.1)式，即ち(2.8)式が得られた． 

 ところで，行列 Pmの定義より PmRm=Vmであるから

DQGMRES法の場合， 
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両辺の一番最後の列（m 列目）を取り出せば， 
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よって，ベクトル pmは， 
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となる．このとき，p1は以下のようにして計算すればよ

い．まず，m=1の場合の近似解 x1は， 

1101 yvxx +=              (D.7) 

によって与えられる．ベクトル y1は， 

1
1
11 g
−= Ry                (D.8) 

によって計算され，R1及び g1はそれぞれ 
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と定義より， 
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である．結局，(D.7)，(D.8)及び(D.9)式よりm=1の場合

の近似解 x1は， 

)1(
11

)1(
11101 rgvxx +=           (D.10) 

となる．これと(D.1)式の比較より p1=v1/r11
(1)
とすれば

よいことが判る． 

 これらのことから，(D.5)式を書き直せば， 
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となり，(D.11)式は不完全直交過程によって計算された

直前 k-1 本の基底ベクトル pi ，i=m-k+1,…,m-1 を

保存しておくことにより計算できる． 

 左前処理を行った方程式に DQGMRES 法を適用する

場合は，GMRES 法の場合同様，通常の残差に代えて，

前処理系での残差 r0=M
-1
(b-Ax0)を求め，（直交すると

は限らない）基底ベクトル wjを wj=M
-1
Avjとして求め

ればよい．また，右前処理の場合には，基底ベクトル

wj を wj=AM
-1
vj によって求め，近似解 xm を漸化式

(D.11)式に代わって， 
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(D.12) 

によって求めればよい．右前処理付き GMRES法におけ

る近似解 xmは，(2.5)式の代わりに(2.18)式により求めら

れるのであるから，(2.18)式において Zm=M
-1
Vm，即ち，

Zm=[z1,...zm]
T
=[M

-1
v1,...,M

-1
vm]

T
等とおくことにより，

前処理なしの DQGMRES 法の場合と全く同様に(D.12)

式を導くことが可能である．前処理行列の逆行列と基底

ベクトルの積M
-1
vjは，基底ベクトルwjを計算するとき

に保存しておけば，一回の反復計算の中で二度計算する

必要はない． 

 

APPENDIX E 前処理としての反復法 
 

 ここでは，GMRES法の前処理として，連立方程式の

反復解法を適用する方法について示す． 

 良く知られているように，連立方程式の数値解法には，

大きく分けて直接法（direct method）と反復法（iterative 

method）がある．反復法は，さらに定常反復法

（ stationary iterative method） と 非 定 常 反 復 法

（non-stationary iterative method）に分けることがで

きる．定常反復法は，与えられた連立一次方程式を不動

点（fixed-point）方程式† 

( )xx f=                 (E.1) 

に変形し，適当な初期値 x0のもとに漸化式 

( )kk f xx =+1               (E.2) 

によって，近似解xk+1を逐次的に求めていく方法である．

一方，非定常反復法は反復ごとに異なる修正を行うもの

である．その代表的な方法である Krylov 部分空間法で

は，反復ごとに異なる修正方向ベクトル p及び修正量 α

を求めて，近似解 xk+1を 

kkkk pxx α+=+1             (E.3) 

として得る．ここでは，定常反復法に限って，それを前

処理として利用する方法について示す． 

                                                           
† 関数 fによって xの値が変化しないことからこの名前がある． 
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 いま，与えられた連立方程式 

bAx =  

において，係数行列Aを適当な行列M及びNの差 

NMA −=                (E.4) 

で表すことにすれば，定常反復法の一般形 

bMNxMx 11
1

−−
+ += kk           (E.5) 

が得られる．ところで，(E.5)式は， 

fGxx +=+ kk 1               (E.6) 

と書き直すことができる．ただし， 

bMf 1−=                 (E.7) 

であり， 
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1

1

1
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−

−

−=

−=

=

             (E.8) 

である．反復計算が収束すれば xk+1=xkであるから，(E.6)

式の反復計算は，連立方程式 

( ) fxGI =−                (E.9) 

を解いていることになる．これに，(E.7)式と(E.8)式を代

入すれば， 

bMAxM 11 −− =              (E.10) 

となるので，一般に反復法は，その収束を前提にした時，

前処理された連立方程式(2.12)を解いていることと等価

となり，行列Mが前処理行列であることが示された． 

 以下に，主な反復法における行列MとNの具体的な

形を示す．いま，係数行列Aの対角行列，下三角行列及

び上三角行列をＤＤＤＤ=[di],L=[li,j]，i<j 及びU= [ui,j]，i>j

とし 

ULDA ++=              (E.13) 

であるとする．さらに，xk=[x1
(k)
,x2

(k)
,…,xN

(k)
]
T
とする． 

 

(1) Jacobi法 

 Jacobi法は， 
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として与えられる．これを，行列を使って表せば， 

( ) kk xULbDx +−=+1           (E.12) 

であるから，反復法の一般形として 
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を得る． 

 

(2) Gauss-Seidel法 

 Gauss-Seidel法は， 
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として与えられる．このとき，i は 1から N まで正順に

計算される．これを，行列を使って表せば， 

( )kkk UxLxbDx −−= +
−

+ 1
1

1        (E.15) 

であるから，反復法の一般形として 
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を得る． 

 Gauss-Seidel法においては，計算順序を逆にすること

も可能である．即ち，一般項を 
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として，i を N から 1まで逆順に計算する．これを，行

列を使って表せば， 

( )11
1 +

−
+ −−= kkk UxLxbDx        (E.18) 

であるから，反復法の一般形として 
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         (E.19) 

が得られる． 

 

(3) Symmetric Gauss-Seidel（SGS）法 

 Symmetric Gauss-Seidel法は，正順（forward）と逆

順（backward）の Gauss-Seidel法を組み合わせること

により得られる．即ち， 







+=

+=

++

+

bxNxM

bxNxM

211

21

kGSbkGSb

kGSfkGSf
       (E.20) 

である．(E.20)第一式より 

bMxNMx
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21
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+ += fGSkfGSfGSk      (E.21) 

これを(E.20)第二式に代入すれば， 
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ここで， 
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であるから，(E.23)式は， 
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となる．この両辺に右辺第二項ベクトル bの係数行列の

逆行列をかければ， 
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を得る．ここで，右辺第一項 xkの係数行列を整理すれば， 
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であるから，結局，Symmetric Gauss-Seidel 法の一般

形は， 
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となる． 

 

(4) Successive Over-Relaxation（SOR）法 

 SOR 法における近似解 xk+1は，加速パラメータ ω を

使って， 
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と与えられる．これは，Gauss-Seidel 法による近似解

xk+1 を与える右辺第一項と反復一回前の近似解 xk であ

る右辺第二項の ω を重みとした線形結合となっている．

加速パラメータ ω が 0<ω<2のとき，この反復法は収束

し，1<ω<2 の適当な値をとるとき，収束が加速される

ことが知られている†．このとき，i は 1 から N まで正

順に計算される．これを，行列を使って表せば， 

( ) ( ) kkkk xUxLxbDx ωω −+−−= +
−

+ 11
1

1  (E.29) 

                                                           
† 実際には，0<ω<1のとき，収束が加速される場合も存在する． 

であるから，xk+1を含む項を左辺に移項し整理すれば， 
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したがって，反復法の一般形として 
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を得る． 

 Gauss-Seidel 法の場合同様，SOR 法においても，計

算順序を逆にすることが可能である．即ち，一般項を 
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として，i を N から 1 まで逆順に計算する．この場合，

反復法の一般形は，(E.31)式の行列 LとUを入れ替える

ことによって容易に求まり， 
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となる． 

 

(5) Symmetric Successive Over-Relaxation（SSOR）法 

 SSOR 法は，正順と逆順の SOR 法を組み合わせるこ

とにより得られる．即ち， 
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である．(E.34)第一式より 
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これを(E.34)第二式に代入すれば， 
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両辺にM
-1
SORbをかけて整理すれば， 
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ここで，右辺 xkの係数行列は， 
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であり，同様に定数ベクトル bの係数行列は， 
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であるから， 

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]
( )( ) ( ) bLDDUD

xUDLD

LDUDx

11

1

1
1

2

1

1

−−

−

−
+

++−+

−−+×

−−+=

ωωωω

ωωω

ωωω

k

k

   (E.40) 

を得る．この両辺に右辺第二項，ベクトル bの係数行列

の逆行列をかければ， 
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となる．右辺第一項 xkの係数行列を整理すれば， 
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であるから， 
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が得られる．よって，SSOR法の一般形は， 

( )
( ) ( )

( )
( )[ ]

( )[ ]UDD

LDN

UDDLDM

bxNxM

ωω

ωω
ωω

ωω
ωω

−−×

−−
−

=

++
−

=

+=

−

−

+

1

1
2

1

2

1

1

1

1

SSOR

SSOR

kSSORkSSOR

 (E.44) 

となる．ちなみに，前処理行列としてMSSORを使用した

場合，例えば，前処理系の連立方程式(2.13)式 Mwj=v
～

j

を解くには，まず， 

( )wUDDw ω+= −1~            (E.45) 

とおく．すると与えられた連立方程式は， 
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となるので，LU-SGS法の場合同様， 
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と二段階の計算をすればよい．これは，勿論，NSSOR=0

とした時の SSOR法そのものである．(E.47)式を要素で

表せば， 
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となる． 

 

 以上に示した反復法のうち，Gauss-Seidel 法と SOR

法では，仮に係数行列Aが対称であった場合でも，その

対称性が保存されないが，SGS 法と SSOR 法では保存

されることに注意されたい．このことは，それぞれの解

法の一般形を見れば明らかである． 

 ところで，SGS法の一般形(E.27)式と近似因数分解法

における因数分解の式(2.40)式の比較より，LU-SGS 法

は SGS法において行列N=0とみなせる特別な場合であ

ることがわかる．これは，既に見たように時間発展の

Navier-Stokes方程式において，時間ステップΔtが十分

に小さい時に，行列Nが二次のオーダーとなり無視でき

ることによるものであり，一般には無視できるものでは

ない． 

 また，(E.10)式は，行列Nが無視できるか否かに関わ

らず導くことができる．したがって，SGS法の特別な場

合である LU-SGS法も前処理として利用可能であり，こ
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の時，前処理行列MLU-SGSは，当然，MLU-SGS=MSGSで

ある． 
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