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ABSTRACT

The purpose of this report is to prove the existence of 2 × 2 hyperbolic non-linear systems of conser-
vation laws which satisfy shock interaction conditions such that different from Smoller-Johnson class.
By using the fact that straight line systems reduce to two scalar conservation laws, we estimate shock
interaction conditions for a certain perturbed system of straight line systems.

概 要

本稿の目的は，Smoller-Johnson classとは異なる衝撃波干渉条件を満足する 2 × 2非線形双曲型保存則系
の存在を示すことである．Straight line systemと呼ばれる系がスカラー保存則に帰着されることを用い
て，Straight line systemのある摂動系に対する衝撃波干渉条件の評価を行う．

1. はじめに

本稿では，次の形の 2 × 2双曲型保存則系

(1.1)

⎧⎨
⎩ut + f(u, v)x = 0

vt + g(u, v)x = 0

を考える．ここで t > 0，−∞ < x < ∞ とし，u =
u(t, x)，v = v(t, x) は未知関数とする．また f, g : R

2 →
Rは，C2-級関数で，fvgu �= 0 を満たすものとする．

非線形双曲型保存則系においては，滑らかな初期関数
に対してもその解が有限時間内に不連続性をもつという
現象が知られている．このように有限時刻で解が不連続
となる現象は，(ul, vl)，(ur, vr)から成る初期値：

(
u(0, x), v(0, x)

)
=

⎧⎨
⎩(ul, vl) x < 0

(ur, br) x > 0

∗ 平成 19年 4月 27日受付 (Received 27 April, 2007)

∗1 総合技術研究本部 計算科学研究グループ (Computational Science Research Group, Institute of Aerospace Technology)

とする，いわゆる Riemann 問題として一般化され，その
解は衝撃波 (shock wave)及び膨張波 (rarefaction wave)
として求められる（Riemann 問題とその解の存在や一意
性，また衝撃波及び膨張波などについての詳細に関して
は，[8]などの文献を参照されたい）．

Riemann 問題が可解であるためには，衝撃波曲線
(shock curve)及び膨張波曲線 (rarefaction curve)が大
域的に存在することが必要となる．
本稿では，Temple classの特別な例である straight line

system がスカラー保存則に分解できることを用いて，
その摂動系に対する衝撃波干渉条件 (shock interaction
condition)の正負に関する評価を行い，Smoller-Johnson
classとは異なる衝撃波干渉条件を満足する系が存在する
ことを述べる．衝撃波干渉条件は，衝撃波の干渉後に起こ
る現象の幾何学的特徴付けを与える条件であり ([4]，[9])，
衝撃波曲線の大域的存在を保証する条件として期待され
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るものである．

2. 衝撃波干渉条件

2.1 固有ベクトルの正規化
系 (1.1)の流束関数

F =

(
f

g

)

に対する Jacobian行列を

∇F =

(
fu fv

gu gv

)

とする．∇F は相異なる実固有値をもつとし，それらの
実固有値を

(2.1) λ1(u, v) < λ2(u, v)

とする．これは，系 (1.1)が strictly hyperbolic ([5])で
あることを意味している．

Remark 2.1. 系 (1.1)の固有値 λiに対して，以下が成
立する：

(i) fvgu > 0のとき，

λ1 < min{fu, gv} ≤ max{fu, gv} < λ2.

(ii) fvgu < 0のとき，

min{fu, gv} < λ1 < λ2 < max{fu, gv}.

系 (1.1)の固有値 λ1，λ2に対応する右固有ベクトルを
それぞれ r1，r2，左固有ベクトルを �1，�2 で表し，次
のような正規化を仮定する：

(2.2) ∇λi · ri > 0 for i = 1, 2,

(2.3) �i · ri > 0 for i = 1, 2.

ここで (2.2)式は genuinely nonlinear ([5])であること
を意味している．

2.2 衝撃波干渉条件
F の 2階 Fréchet微分を

∇2F (ri, ri) =

(
ri

T · ∇2f · ri

ri
T · ∇2g · ri

)

で表す．ここで∇2f，∇2gは Hessian行列

∇2f =

(
fuu fuv

fvu fvv

)
, ∇2g =

(
guu guv

gvu fvv

)

である．

衝撃波が干渉することによって新たに発生する衝撃波
または膨張波に対する指標として，次のスカラー値

�j · ∇2F (ri, ri) (i, j = 1, 2, i �= j)

が用いられる ([9])．但しここで ri及び �iは，系 (1.1)の
正規化された右固有ベクトル及び左固有ベクトルとする．

スカラー値 �j · ∇2F (ri, ri)の正負は，同じ固有値に
対応する衝撃波が干渉した場合に新たに発生する波を特
徴付けるものである．このことを以下の (i)～(iv)に図示
した．但し，iS は λi に対応する衝撃波，iRは λi に対
応する 膨張波を表すものとする (i = 1, 2)．

(i) �2 · ∇2F (r1, r1) > 0 の場合，1S と 1S が干渉す
ると，1S と 2R が発生する．

t

x

1S

1S

1S

2R

(ii) �1 · ∇2F (r2, r2) > 0 の場合，2S と 2S が干渉す
ると，1Rと 2S が発生する．

t

x

2S

2S

2S

1R

(iii) �2 · ∇2F (r1, r1) < 0 の場合，1S と 1S が干渉す
ると，1S と 2S が発生する．

t

x

1S

1S

1S

2S
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(iv) �1 · ∇2F (r2, r2) < 0 の場合，2S と 2S が干渉す
ると，1S と 2S が発生する．

t

x

1S

2S2S

2S

特に，

(2.4)

⎧⎨
⎩�2 · ∇2F (r1, r1) > 0

�1 · ∇2F (r2, r2) > 0

の場合，これらの式は Glimm-Lax の衝撃波干渉条件
(shock interaction condition)と呼ばれ ([4])，これ
らを満足する系の classは Smoller-Johnson classと
して知られている．
文献 [9]と同様の考察によって，(2.4)以外の衝撃波干
渉条件に対しても，衝撃波曲線及び膨張波曲線の幾何的
な構造を知ることができる．このことを以下に図示する．
（なお，図中の矢印 r1，r2 は点 (u0, v0)における右固有
ベクトルの向きを示すものとする）

：invariant region

：膨張波曲線

：衝撃波曲線

1) �2 · ∇2F (r1, r1) > 0, �1 · ∇2F (r2, r2) > 0

(u0, v0)

r1 r2

{(u, v) : w1 ≡ const.}

{(u, v) : w2 ≡ const.}

2) �2 · ∇2F (r1, r1) < 0, �1 · ∇2F (r2, r2) > 0

(u0, v0)
r1 r2

{(u, v) : w1 ≡ const.}

{(u, v) : w2 ≡ const.}

3) �2 · ∇2F (r1, r1) < 0, �1 · ∇2F (r2, r2) < 0

(u0, v0)

r1 r2

{(u, v) : w1 ≡ const.}

{(u, v) : w2 ≡ const.}

4) �2 · ∇2F (r1, r1) > 0, �1 · ∇2F (r2, r2) < 0

(u0, v0)

r1 r2

{(u, v) : w1 ≡ const.}

{(u, v) : w2 ≡ const.}

以下では，(u, v)-空間において局所的に衝撃波干渉条
件 2)～4)を満足する系の存在について考察する．

3. Temple classと straight line system

本節では，Temple class と呼ばれる系と，その特別
な例である straight line systemについて述べる．特に，
straight line systemの持ついくつかの重要な性質を示す．

Temple class及び straight line systemは以下のよう
に定義される．尚，Temple classに対する解の安定性に
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ついては文献 [1]，[2]などを，差分近似については [3]，
[7]，[11] などを参照されたい．

Definition 3.1. 系 (1.1)において衝撃波曲線と膨張波
曲線が一致するとき，系 (1.1)はTemple classに属す
るという ([10])．特に，Riemann不変量から成る座標系
w = (w1, w2) に対して，その等値線 {(u, v) : wi(u, v) =
const .} (i = 1, 2)が直線となるとき，系 (1.1)を straight

line systemという．

Definition 3.1 で定義された classに関して，次の結果
が知られている．

Theorem 3.1 ([10]). 系 (1.1)の右固有ベクトルを

r1 =

(
1
p

)
, r2 =

(
1
q

)

とし p，qが Riemann不変量であると仮定する．このと
き，以下は同値である：

(i) 系 (1.1)が straight line systemとなる．
(ii) ある関数H1(·)，H2(·)が存在して⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
f =

H1(p) −H2(q)
q − p

g =
qH1(p) − pH2(q)

q − p

と表せる．

Remark 3.1. 系 (1.1)が straight line systemである
とき，Riemann不変量 wi (i = 1, 2)は a1b2 − a2b1 �= 0
を満たす実数 ai，bi を用いて⎧⎨

⎩w1 = a1u+ b1v

w2 = a2u+ b2v

と表すことができる．このとき，次の Theorem 3.2 か
らもわかるように，衝撃波曲線と膨張波曲線は一致し，
{wi ≡ const .}で表せる直線となる．

Theorem 3.1と同様の証明法により，次の Theorem
を得る（ここでは議論の簡単化のため，上の Remarkに
述べた Riemann不変量に対して b1 = b2 = 1とする）．

Theorem 3.2. 系 (1.1)は straight line systemとする．
a1 �= a2 なる a1, a2 ∈ Rに対し系 (1.1)の Riemann不
変量 w1，w2 を

(3.1)

⎧⎨
⎩w1 = a1u+ v

w2 = a2u+ v

と表記すると，

(3.2)

⎧⎨
⎩a1f(u, v) + g(u, v) = φ(a1u+ v)

a2f(u, v) + g(u, v) = ψ(a2u+ v)

なる実数値関数 φ及び ψが存在して，系 (1.1)は互いに
独立したスカラー保存則

(3.3)
(a1u+ v)t + φ(a1u+ v)x = 0,
(a2u+ v)t + ψ(a2u+ v)x = 0

に帰着される．またこのとき，系 (1.1)の固有値 λ1(u, v)，
λ2(u, v)に対して次が成立する：

(3.4)
ψ′(a2u+ v) = λ1(u, v)

< λ2(u, v) = φ′(a1u+ v).

Proof. (u0, v0) ∈ R
2 を任意に選び固定する．

点 (u0, v0)を通る衝撃波曲線上の点 (u, v) �= (u0, v0)
に対して Rankine-Hugöniot条件：⎧⎨

⎩σ(u− u0) = f(u, v) − f(u0, v0)

σ(v − v0) = g(u, v) − g(u0, v0)

が成立している．ここから衝撃波速度 σを消去すると

f(u, v) − f(u0, v0)
u− u0

=
g(u, v) − g(u0, v0)

v − v0

を得る．
系 (1.1)が straight line system であるとすると，λi

に対応する衝撃波曲線（及び膨張波曲線）は {(u, v) |
wi(u, v) = const .}，i = 1, 2，で表すことができる．従っ
て (3.1)式より λ1に対応する衝撃波曲線上の点 (u, v)に
対して a1(u− u0) + (v − v0) = 0が成立し，

f(u, v) − f(u0, v0)
u− u0

− g(u, v) − g(u0, v0)
v − v0

=
f(u, v) − f(u0, v0)

u− u0
− g(u, v) − g(u0, v0)

−a1(u− u0)

=
a1

(
f(u, v) − f(u0, v0)

)
+
(
g(u, v) − g(u0, v0)

)
a1(u− u0)

= 0

を得る. 従って

a1

(
f(u, v) − f(u0, v0)

)
+
(
g(u, v) − g(u0, v0)

) ≡ 0

が成立する．このことから，w1を変数とするある実数値
関数 φ = φ(w1)が存在して a1f(u, v) + g(u, v) = φ(w1)
と表せることがわかる．
また，λ2に対応する衝撃波曲線上の点 (u, v)に対して
同様の考察を行うことにより，w2を変数とする実数値関
数 ψ = ψ(w2)が存在して a2f(u, v) + g(u, v) = φ(w2)
と表せることがわかる．
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以上により，(3.1)式が成立するならば，(3.2)を満足
する φ，ψが存在することが示された．さらに，(3.3)式
並びに (3.4)式は (3.2)式から自明である．

(3.2)を仮定すると，Riemann不変量 w1，w2は (3.1)
のように表記されることが容易にわかる．従って，上の
議論を逆にたどることにより，衝撃波曲線と膨張波曲線
が一致することを示すことができる．///

Remark 3.2. (3.4)式は，λ1は上に有界，且つ λ2は下
に有界であることを示している．

さらに，Theorem 3.2と同様の仮定のもとで，系 (1.1)
の固有値・固有ベクトルに対し次の Propositionが成立
することがわかる．

Proposition 3.1. 系 (1.1)が straight line systemで
あるとき，Riemann不変量を (3.1)で定めると，右固有
ベクトル ri 及び固有値 λi (i = 1, 2)に対して次が成立
する：

(i) r1 = ±
(

1
−a1

)
とすると

(3.5) ∇λ1 · r1 = ∓(a1 − a2)ψ′′ （複号同順）,

(ii) r2 = ±
(

1
−a2

)
とすると

(3.6) ∇λ2 · r2 = ±(a1 − a2)φ′′ （複号同順）.

Proof. (3.4)より⎧⎨
⎩∇λ1 = (a2ψ

′′, ψ′′)

∇λ2 = (a1φ
′′, φ′′)

となり，i = 1, 2に対して

∇λi · ri =

⎧⎨
⎩∓(a1 − a2)ψ′′ (i = 1)

±(a1 − a2)φ′′ (i = 2).

を得る．///

この Propositionは，Straight line system (1.1)の右
固有ベクトルの向きと，関数 φ及び ψの凹凸性との対応
関係を示すものである．またこの場合，(2.2)より系 (1.1)
に対する正規化された右固有ベクトル riは次のように書
ける：

(3.7)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

r1 = −(sgn{(a1 − a2)ψ′′})
(

1
−a1

)

r2 = (sgn{(a1 − a2)φ′′})
(

1
−a2

)

但し

sgn h =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
−1 h < 0

0 h = 0

+1 h > 0.

さらに，(2.3)より正規化された左固有ベクトル �i は

(3.8)

⎧⎨
⎩�1 = (sgnψ′′)(a2, 1)

�2 = (sgnφ′′)(a1, 1)

と書くことができる．

次の Propositionは，straight line systemの重要な特
徴を示すものである．

Proposition 3.2. straight line systemに対して恒等式

�j · ∇2F (ri, ri) ≡ 0 (i, j = 1, 2, i �= j)

が成立する．

Proof. ここでは �2 ·∇2F (r1, r1) ≡ 0 に対する証明のみ
を与える．

Theorem 3.2と同様に，Riemann不変量は (3.1)で与
えるものとする．このとき，関係式 (3.2) から，f，gに
対する 1階及び 2階の偏微分は，φ，ψ を用いて以下の
ように表すことができる．⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
fu =

1
a1 − a2

(a1φ
′ − a2ψ

′)

fv =
1

a1 − a2
(φ′ − ψ′)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
gu = − a1a2

a1 − a2
(φ′ − ψ′)

gv = − 1
a1 − a2

(a2φ
′ − a1ψ

′),
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

fuu =
1

a1 − a2
(a1

2φ′′ − a2
2ψ′′)

fuv =
1

a1 − a2
(a1φ

′′ − a2ψ
′′)

fvv =
1

a1 − a2
(φ′′ − ψ′′)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

guu = − a1a2

a1 − a2
(a1φ

′′ − a2ψ
′′)

guv = − a1a2

a1 − a2
(φ′′ − ψ′′)

gvv = − 1
a1 − a2

(a2φ
′′ − a1ψ

′′).

これらの関係式と (3.7)式から，

∇2F
(
r1, r1

)
=

(
fuu − 2a1fuv + a1

2fvv

guu − 2a1guv + a1
2gvv

)
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=
1

(a1 − a2)2

(
−(a1 − a2)2ψ′′

a1(a1 − a2)2ψ′′

)

=

(
−1
a1

)
ψ′′

となり，これに (3.8)式で表された左固有ベクトル �2を
かけることによって

�2 · ∇2F (r1, r1) = (sgnφ′′)(a1, 1) ·
(

−1
a1

)
ψ′′

= 0

を得る．///

4. 基本的な衝撃波干渉条件

系 (1.1)に対するスカラー値 �j · ∇2F
(
ri, ri

)
の正負

の基本的な組み合わせとして，以下の 4つが考えられる：⎧⎨
⎩�2 · ∇2F (r1, r1) > 0

�1 · ∇2F (r2, r2) > 0
1)

⎧⎨
⎩�2 · ∇2F (r1, r1) < 0

�1 · ∇2F (r2, r2) > 0
2)

⎧⎨
⎩�2 · ∇2F (r1, r1) < 0

�1 · ∇2F (r2, r2) < 0
3)

⎧⎨
⎩�2 · ∇2F (r1, r1) > 0

�1 · ∇2F (r2, r2) < 0.
4)

本稿では，1)～4)の条件全てを「衝撃波干渉条件」と呼
ぶこととし，これらを満足する系の存在について述べる．

4.1 straight line systemの摂動系
本節では，系 (1.1)を straight line systemに属するも
のとし，簡単のため θを正の実数とし，次のような一次
の摂動系を考える：

(4.1)

⎧⎨
⎩ut + f(u, v)x + θux = 0

vt + g(u, v)x = 0.

以下では，正の実数M に対して，ΩM を次によって定
義される R

2 の有界集合とする：

ΩM
def=
{
(u, v) ∈ R

2 : |u|, |v| ≤M
}
.

系 (4.1)の Jacobian行列は

∇F (θ) =

(
fu + θ fv

gu gv

)
,

行列∇F (θ)の固有値は

λ1(θ)

=
1
2

{
(fu + gv + θ) −

√
(fu − gv + θ)2 + 4fvgu

}
,

λ2(θ)

=
1
2

{
(fu + gv + θ) +

√
(fu − gv + θ)2 + 4fvgu

}
と表される．また，各 λi(θ) (i = 1, 2) に対する右固有
ベクトルを ri(θ)，左固有ベクトルを �j(θ)とし，(2.2)，
(2.3) によってこれらを正規化すると，次の Proposition
のように表すことができる．

Proposition 4.1. φ及び ψは Theorem 3.2 (3.2)式で
得られた関数とする．系 (4.1)に対する固有値 λi(θ) に
対して αi(θ)を

αi(θ) =
(fu + θ) − λi(θ)

fv

で定める．このとき，任意のM > 0に対してある実数
θM > 0が存在し，0 < θ < θM なる θ及び (u, v) ∈ ΩM

に対して以下のことが成立する．

系 (4.1)の正規化された右固有ベクトル ri(θ) は

(4.2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

r1(θ) = −(sgn(a1 − a2)ψ′′)

(
1

−α1(θ)

)

r2(θ) = (sgn(a1 − a2)φ′′)

(
1

−α2(θ)

)

と書け，左固有ベクトル �i(θ)は

(4.3)

⎧⎨
⎩�1(θ) = (sgnψ′′)(α2(θ), 1)

�2(θ) = (sgnφ′′)(α2(θ), 1)

と書ける．

Proof. (3.5)，(3.6)より，(4.2)で定めた ri(θ) に対し

∇λi(0) · ri(0) = ∇λi · ri > 0

が成立していることがわかる．但し λi，riは系 (1.1)に
対する固有値並びに正規化された右固有ベクトルとする．

(2.1)式からわかるように，

∇λi(θ)

=
((
λi(θ)

)
u
,
(
λi(θ)

)
v

)

=
1
2

⎛
⎜⎜⎜⎝

(fu + gv)u ∓ (fu − gv + θ)(fu − gv)u + 2(fvgu)u√
(fu − gv + θ)2 + 4fvgu

(fu + gv)v ∓ (fu − gv + θ)(fu − gv)v + 2(fvgu)v√
(fu − gv + θ)2 + 4fvgu

⎞
⎟⎟⎟⎠

T
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の各成分は θ ≥ 0 に関する連続関数である．αi(θ) は
θ ≥ 0に関する連続関数であるから，

∇λ1(θ) · r1(θ)

= −(sgn(a1 − a2)ψ′′)
((
λ1(θ)

)
u
,
(
λ1(θ)

)
v

)

·
(

1
−α1(θ)

)

= −(sgn(a1 − a2)ψ′′)
((
λ1(θ)

)
u
− α1(θ)

(
λ1(θ)

)
v

)
並びに

∇λ2(θ) · r2(θ)

= (sgn(a1 − a2)φ′′)
((
λ2(θ)

)
u
,
(
λ2(θ)

)
v

)

·
(

1
−α2(θ)

)

= (sgn(a1 − a2)φ′′)
((
λ2(θ)

)
u
− α2(θ)

(
λ2(θ)

)
v

)
は θ ≥ 0に関して連続である．
従って，(4.2)は系 (4.1)の正規化された右固有ベクト
ルであり，(4.3)は正規化された左固有ベクトルであるこ
とが示される．///

(4.2)，(4.3) より，摂動系 (4.1) に応じるスカラー値
�j(θ) · ∇2F

(
ri(θ), ri(θ)

)
は，次のようにかける：

Proposition 4.2. 摂動系 (4.1) の左固有ベクトル
�j(θ) = ±(αi(θ), 1)，i, j = 1, 2，i �= j に対し

�j(θ) · ∇2F
(
ri(θ), ri(θ)

)
= ±αi(θ) − ai

a1 − a2
· (αi(θ) − aj

)
×
((
αi(θ) − a1

)
φ′′ − (αi(θ) − a2

)
ψ′′
)

（複号同順）

と表せる．

Proof. Proposition 3.2の証明で用いた f，g の 1階及
び 2階微分を φ，ψで表した関係式から，(4.1)に対する
Hessian行列 ∇2F

(
ri(θ), ri(θ)

)
は以下のように表すこ

とができる：

∇2F
(
ri(θ), ri(θ)

)
=

(
fuu − 2fuvαi(θ) + fvvαi(θ)2

guu − 2guvαi(θ) + gvvαi(θ)2

)

=
1

a1 − a2

×
( (

αi(θ) − a1

)2
φ′′ − (αi(θ) − a2

)2
ψ′′

−a2

(
αi(θ) − a1

)2
φ′′ + a1

(
αi(θ) − a2

)2
ψ′′

)
.

但しここで ri(θ) = ±(1,−αi(θ)
)T，i = 1, 2 である．

従って，�j(θ) = ±(αi(θ), 1)，i, j = 1, 2，i �= jとすると

�j(θ) · ∇2F
(
ri(θ), ri(θ)

)
= ± 1

a1 − a2

{(
αi(θ) − a1

)2(
αi(θ) − a2

)
φ′′

− (αi(θ) − a1

)(
αi(θ) − a2

)2
ψ′′
}

= ±
(
αi(θ) − a1

)(
αi(θ) − a2

)
a1 − a2

×
((
αi(θ) − a1

)
φ′′ − (αi(θ) − a2

)
ψ′′
)

= ±αi(θ) − ai

a1 − a2
· (αi(θ) − aj

)
×
((
αi(θ) − a1

)
φ′′ − (αi(θ) − a2

)
ψ′′
)

（複号同順）

を得る．///

いま，

P1(θ) = (sgnφ′′) · (α1(θ) − a2

)
×
((
α1(θ) − a1

)
φ′′ − (α1(θ) − a2

)
ψ′′
)

P2(θ) = (sgnψ′′) · (α2(θ) − a1

)
×
((
α2(θ) − a1

)
φ′′ − (α2(θ) − a2

)
ψ′′
)

と定めると，Proposition 4.1 (4.3) 及び Proposition 4.2
より

(4.4)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�2(θ) · ∇2F
(
r1(θ), r1(θ)

)
=
α1(θ) − a1

a1 − a2
· P1(θ)

�1(θ) · ∇2F
(
r2(θ), r2(θ)

)
=
α2(θ) − a2

a1 − a2
· P2(θ)

と表せる．

以下では，摂動系 (4.1)に対する衝撃波干渉条件，す
なわちスカラー値 �j(θ) · ∇2F

(
ri(θ), ri(θ)

)
の正負を調

べるため，(4.4)式の右辺の各項 (αi(θ) − ai)/(a1 − a2)
および Pi(θ) (i = 1, 2)の正負について考察する．

まずはじめに，以下の Lemmaを示すことができる．

Lemma 4.1. 任意のM > 0に対してある実数 θM > 0
が存在し，0 < θ < θM なる θ 及び (u, v) ∈ ΩM につい
て以下のことが成立する．

(I) fvgu > 0のとき，
αi(θ) − ai

a1 − a2
> 0 (i = 1, 2)
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(II) fvgu < 0のとき，
(II1) fu − gv > 0ならば，⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
α1(θ) − a1

a1 − a2
> 0

α2(θ) − a2

a1 − a2
< 0

(II2) fu − gv < 0ならば，⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
α1(θ) − a1

a1 − a2
< 0

α2(θ) − a2

a1 − a2
> 0

Proof. θ = 0の場合には，摂動系 (4.1)は系 (1.1)に等し

い．従って i = 1, 2に対し
αi(0) − ai

a1 − a2
=
ai − ai

a1 − a2
= 0．

以下では，θについての関数
αi(θ) − ai

a1 − a2

の増減を調べるため，上の関数の θに関する微分：
∂

∂θ

(
αi(θ) − ai

a1 − a2

)

=
1

a1 − a2

∂αi(θ)
∂θ

=
1

φ′ − ψ′

(
1 − ∂λi(θ)

∂θ

)

=
1
2

1
φ′ − ψ′

(
1 ∓ fu − gv + θ√

(fu − gv + θ)2 + 4fvgu

)

について考える．

(I) fvgu > 0を仮定する．このとき∣∣∣∣∣ fu − gv + θ√
(fu − gv + θ)2 + 4fvgu

∣∣∣∣∣ < 1

であるから，

1 ∓ fu − gv + θ√
(fu − gv + θ)2 + 4fvgu

> 0.

(3.4)式より φ′ − ψ′ > 0であるから，

∂

∂θ

(
αi(θ) − ai

a1 − a2

)
> 0

が成立し，
αi(θ) − ai

a1 − a2
は θに関する単調増加関数である

ことがわかる．従って θ > 0に対し
αi(θ) − ai

a1 − a2
> 0.

(II) fvgu < 0を仮定する．このとき∣∣∣∣∣ fu − gv + θ√
(fu − gv + θ)2 + 4fvgu

∣∣∣∣∣ > 1

が成立している．
(II1) fu − gv > 0のとき，fu − gv + θ > 0であるから

fu − gv + θ√
(fu − gv + θ)2 + 4fvgu

> 1.

このとき

1 − fu − gv + θ√
(fu − gv + θ)2 + 4fvgu

< 0,

1 +
fu − gv + θ√

(fu − gv + θ)2 + 4fvgu

> 0

となり，従って

α1(θ) − a1

a1 − a2
< 0,

α2(θ) − a2

a1 − a2
> 0

を得る．
(II2) fu − gv < 0のとき，fu − gv + θ < 0 を満足す
るような充分小さい θ > 0をとれば

fu − gv + θ√
(fu − gv + θ)2 + 4fvgu

< −1.

以下 (II1)と同様に示すことができる．///

Remark 4.1.⎧⎪⎨
⎪⎩

sgn(fvgu) = sgn(a1a2)

sgn(fv − gu) = sgn
a1 + a2

a1 − a2

であることに注意する．また，Lemma 4.1において θ < 0
を仮定すると，(αi(θ)− aj)/(a1 − a2) (i, j = 1, 2) の符
号が反転することに注意する．

次に，Pi(θ)に対しては次の Lemma を示すことがで
きる．

Lemma 4.2. 任意のM > 0に対してある実数 θM > 0
が存在し，0 < θ < θM なる θ および (u, v) ∈ ΩM に対
して以下のことが成立する：

(i) φ′′ · ψ′′ > 0のとき

(4.5) P1(θ) < 0, P2(θ) > 0

(ii) φ′′ · ψ′′ < 0のとき

(4.6) P1(θ) > 0, P2(θ) < 0

Proof. まず θ = 0とすると，

P1(0) = −(sgnφ′′)(a1 − a2)2ψ′′,

P2(0) = (sgnψ′′)(a1 − a2)2φ′′

を得る．
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(i) φ′′ · ψ′′ > 0のとき

(sgnφ′′)ψ′′ > 0, (sgnψ′′)φ′′ > 0

であるから
P1(0) < 0, P2(0) > 0

を得る．一方，Pi(θ)は αi(θ)について連続な関数である
から，θ ≥ 0に関しても連続である．従って，充分小さ
な θ > 0に対して (4.5)を得る．

(ii) φ′′ · ψ′′ < 0のとき

(sgnφ′′)ψ′′ < 0, (sgnψ′′)φ′′ < 0

であるから

P1(0) > 0, P2(0) < 0.

同様にして (4.6)を示すことができる．///

Lemma 4.1および Lemma 4.2から，(4.4)式右辺各項
の正負がわかる．これらのことから，摂動系 (4.1)の衝
撃波干渉条件に関して，次の定理が導出される：

Theorem 4.1. 正の実数M > 0に対して，(u, v) ∈ ΩM

とする．Straight line system に属する系 (1.1)に対する
摂動系 (4.1)を θ > 0について定義する．
このとき，任意のM > 0に対してある実数 θM > 0が
存在し，0 < θ < θM なる θについて以下のことが成立
する：

(I) fvgu > 0ならば
(i) φ′′ · ψ′′ > 0のとき⎧⎨

⎩�2(θ) · ∇2F (r1(θ), r1(θ)) < 0

�1(θ) · ∇2F (r2(θ), r2(θ)) > 0

(ii) φ′′ · ψ′′ < 0のとき⎧⎨
⎩�2(θ) · ∇2F (r1(θ), r1(θ)) > 0

�1(θ) · ∇2F (r2(θ), r2(θ)) < 0

(II) fvgu < 0ならば
(II1) fu − gv ≥ 0ならば

i) φ′′ · ψ′′ > 0のとき⎧⎨
⎩�2(θ) · ∇2F (r1(θ), r1(θ)) < 0

�1(θ) · ∇2F (r2(θ), r2(θ)) < 0

ii) φ′′ · ψ′′ < 0のとき⎧⎨
⎩�2(θ) · ∇2F (r1(θ), r1(θ)) > 0

�1(θ) · ∇2F (r2(θ), r2(θ)) > 0

(II2) fu − gv < 0ならば

i) φ′′ · ψ′′ > 0のとき⎧⎨
⎩�2(θ) · ∇2F (r1(θ), r1(θ)) > 0

�1(θ) · ∇2F (r2(θ), r2(θ)) > 0

ii) φ′′ · ψ′′ < 0のとき⎧⎨
⎩�2(θ) · ∇2F (r1(θ), r1(θ)) < 0

�1(θ) · ∇2F (r2(θ), r2(θ)) < 0.

5. おわりに

Theorem 4.1は，Smoller-Johnson class以外の系の存
在を示すものである．

Smoller-Johnson classに属する系に対しては，衝撃波
曲線の存在が議論されているが，衝撃波干渉条件 2)～4)
を満足する系に対しては衝撃波曲線の存在などが十分に
議論されているとはいえない．これらの系に対して，衝
撃波曲線の大域的存在，Riemann 問題の一意可解性など
を解析することは極めて重要な問題である．

また，Theorem 4.1では Straight line systemの摂動
系 (4.1)を考えることにより 4種類の衝撃波干渉条件を満
足する系が存在することを示したが，(4.1)式のような形
の摂動系の場合，fvgu > 0という条件下で (2.4)を満た
す系は現れないことがわかった．衝撃波干渉条件によっ
て区別される 4種の系を詳細に調べるためには，(4.1)式
とは異なるより一般的な摂動系についての考察が必要で
ある．
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