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連続モデルに由来しない離散モデルの性質

について

An Example of Inconsistency between Continuous and Discrete

Models
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In numerical simulation two kinds of mathematical models are

usually used, continuous models and discontinuous models. The

continuous models are used to describe the taget phenomena

that are numerically computed, but the models can not be di-

rectly used in digital computation. Another kind of models,

the discrete models, are needed. The discrete models have been

often regarded just as conventional tools to approximate the

original continuous models. But the discrete models are also

independent models and the viewpoint to consistency between

continuous and discrete models with respect to the inheritance

of various properties would be useful to establish the reliability

of numerical simulation.

As an example of discussion on consistency between the both

models, we are concerned with the carbuncle phenomenon, a

kind of instsbility that happens in numerical computation for

compressible Euler equations. Through numerical experiments

we show that the occurrence of instsbility is closely related with

some linearized stability of discrete temporal evolution
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1 はじめに

デジタル計算機を用いる数値シミュレーションにおいて解析対象の現象

を数式で表すことが不可欠であるが、その数式表現は殆どの場合は微分方程

式など電子計算機で直接は計算できない連続モデルであり、連続モデルを離

散化する過程が必要となる。離散化についての議論は差分スキームの優劣の

比較といった形で計算技法の一部として考察されることが多いが、数学的な

考察からは微分方程式のような連続モデルと離散化により得られる差分方程

式や有限要素モデルのような離散モデルは明らかに異なる範疇に属するもの

で、当然それらの数理的性質も異なるものである。

以上のような状況を考慮すれば、「離散化手法の改良とは連続及び離散両

モデル間の数理的性質の乖離をより小さくすることである」といった直感的

な理解では離散化手法の改良やその信頼性を担保するには不十分である事は

容易に理解されよう。そこで、連続と離散の両モデルがそれぞれ異なる数理

的範疇に属する事実の認識から導かれる、両モデルの数理的性質がどのよう

に対応するか(もしくは対応しないか)という適合性(もしくは非適合性)の考

え方が重要となる。この適合性の考え方を元に両モデル間の乖離の度合いを

明確に評価する事が数値シミュレーションの信頼性の向上に必要である。し

かしながら、このような方法論の構築は未だその途上にあり、数値シミュレー

ションの中から発見される具体的な問題点のそれぞれについて議論を深めて

いく事が重要であろう。

本稿では、適合性の議論の一つの例として圧縮性Euler方程式の衝撃波の

数値計算における不安定性を取り上げる。

Quirk[2]により議論され学術的に考察すべき対象として認識される以前か

ら、圧縮性Euler方程式で強い衝撃波が形成される場合の数値計算において数

値的と考えられる不安定現象が生じる事は経験的に知られ、この不安定性は

カーバンクル(Carbuncle)現象またはカーバンクル不安定性と呼ばれる。[2]

はこの不安定現象を差分近似の方法に起因するものとして論じたが、この現

象を学術的観点から論じたものは [2]が初めてのものであり、それ以前のおそ

らくは十数年にわたって現象は知られつつも数理的な議論がなされずに放置

される状況が続いていた。これは圧縮性Euler方程式等の非線形双曲型保存

則の差分近似手法開発の黎明期において個々の手法についての議論やそれら

の比較が優先され、その一方で連続モデルである非線形双曲型保存則とその

離散モデルの比較という観点は殆ど顧みられなかった事にもよると考えられ

る。また、現在に至るまで圧縮性Euler方程式の厳密解に関する十分な理論

が存在しない事も理由の一つであろう。

Moschettaら [3]は圧縮性Euler方程式の種々の離散モデルの時間発展の安
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定性を線形安定性の見地から議論しこのカーバンクル不安定の原因について

論じている。これは各離散モデルの時間発展に係る性質を比較し近似対象の

連続モデルの性質との適合を論じようとする方向性を示した点で興味あるも

のである。しかし、この議論は静止衝撃波の場合のみであり数値実験はやや

大まかな議論となっている。

そこで、本稿ではGodunov法の差分による進行衝撃波の数値計算につい

て離散モデルの時間発展の線形安定性の喪失とカーバンクル不安定の出現の

一致についてのより精密な議論を試みる。実際、Godunov法は圧縮性Euler

方程式等の保存則に広く用いられる有限体積概念に基く保存型差分の中で理

論的に も自然に導出されるものであり、それ故に線形化を行う際に必要な

差分式の偏微分を理論的に求め易い。それらの解析を基に、実際の進行衝撃

波の数値計算とその数値計算の離散モデルの線形化から得られる線形系の固

有値を観察しカーバンクル不安定と線形不安定の一致を確かめる。

2 連続モデルと離散モデルの適合性

数値シミュレーションとは考察対象である現象の数値計算によるシミュ

レーション(模擬)を行うものである。それ故に現象(現象を生起させる機構)

の本質を的確に捉える適切な数式的表現(モデリング)の重要性は広く認識さ

れている。しかし、モデリングにより得られた数式表現の多くは微分方程式

等の連続モデルであり微分等の抽象的な極限概念を含みデジタル電子計算機

による直接の数値計算は不可能である。そのため計算機による数値計算が可

能であるような離散化された数式(離散モデル)を構成しなければならない。

即ち、数値シミュレーションでは現象から数値計算実行までに次のような

過程を経ていることとなる。1)

解析対象の現象

k
(数理モデル化)

+
連続モデル

k
(離散化)
+

離散モデル

+
数値計算の実行

1)実際には数値計算の実行の過程においても、数値表現の量子化誤差の影響、 終的な理解の
為の可視化技法などの問題があり、数値計算全体の信頼性向上のためにはいくつかの過程に分け
て議論する必要がある。しかし、本稿の主題は離散化周辺の問題を議論する事であるので、それ
らについては詳しくは触れない。
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微分方程式の離散化には差分法、有限体積法、有限要素法など種々の方法

が提案されているが、圧縮性Euler方程式など圧縮性流体では有限体積法に

基づく差分近似が用いられることが多い。差分近似の評価では差分の刻みを

無限小としたときの近似解の厳密解への収束が示されるのが理想とされるが、

圧縮性Euler方程式のような非線形双曲型保存則の系においてはそのような

収束の証明は非常に困難である。そのため、実用に供される差分近似では打

切誤差の精度評価やTVD(全変動減少)性のような広い意味での単調性の視点

からの評価が主であるのが実情で、差分近似自体を離散的な時間発展系とす

る視点での評価はまだ十分には行われていない。

一般に連続モデルの与える厳密解のできるだけ多くの性質が離散モデル

の与える近似解によって何らかの形で実現される事が望ましく、厳密解のあ

る性質が近似解の類似の性質により実現されることを(広い意味での)適合性

と呼ぶ。この適合性の意味では、圧縮性Euler方程式等の差分近似では適合

性は未だ限られた範囲の性質について議論されている状況と言え、より広い

範囲で適合性の視点からの議論を進める必要がある。特に、実際の数値計算

においては差分刻みを無限小の極限に移行することは不可能であり、その事

実を意識した適合性の議論がますます必要になると考えられる。また、数値

計算において不都合とされる現象や、更に数値計算上の不都合を現実に生起

する現象として誤解してしまう危険性のある程度の部分は、連続モデルに由

来しない副次的な離散モデルの性質からもたらされるものと考えられ、その

意味からも適合性の議論は重要である。

本稿ではそのような適合性の視点からの議論の一例として圧縮性Euler方

程式の進行衝撃波解のカーバンクル不安定性についての考察を行う。この現

象は古くから知られながら学術的考察の対象としてはQuirk[2] で初めて議論

され、その後もその不安定性の原因について諸説が存在する状況である。圧

縮性Euler方程式の厳密解について一意性の証明が未解決であることから、そ

の不安定性が連続モデル由来であるとする説と離散モデル由来であるとする

説の両方が存在するが、本稿では離散モデルに由来する可能性が非常に高い

ことを示す。

従来からカーバンクル不安定性については

(1) 衝撃波が強いほど不安定が生じ易い。

(2) 不安定は衝撃波が計算格子座標のどれかの座標軸又は2つの座標軸のな

す面にほぼ平行な場合に生じ易い。

(3) また、不安定現象の空間的スケールは計算格子上でのスケールに依存

し物理現象のスケールには依存しない。
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(4) 不安定が1次元計算で生じなくても同一の1次元的現象を多次元(2次

元、3次元)で数値計算すると生じ得る。

(5) 上記計算において、本質的な次元の方向(これをx方向とする)以外の方

向(例えばy方向、z方向)の差分増分の刻みを桁落ち誤差の出ないよう

なもの(例えばÅy;Åzを整数形として値を1に固定)にすると生じない。

といったことが経験的に知られ、(1)以外は進行衝撃波解のカーバンクル不安

定性が離散モデル由来であることを暗示しているように思われる。本稿では、

離散モデルの時間発展の安定性を考察し、その安定性の喪失がカーバンクル

不安定の発生と非常に良い一致を示すことを数値計算により例示する。個々

の離散モデルでの時間発展の安定性の喪失の機構を見ると、それが連続モデ

ルの時間発展の安定性の喪失に由来する可能性は非常に低いと思われ、この

結果は進行衝撃波解のカーバンクル不安定性が離散モデル由来であることを

強く暗示するものである。

同様の議論は既にMoschettaら [3]により行なわれているが、[3]では静止

衝撃波の場合にいくつかの差分近似について数値微分による線形安定性解析

を実行しているのに比べ、本稿では進行衝撃波を対象としてGodunov法によ

る差分近似(理論的には も自然)について線形安定性に関する行列を理論的

に導出した後に数値計算による議論を行なう。

3 圧縮性Euler方程式の進行衝撃波解

ここでは、空間2次元の圧縮性Euler方程式

Ut + F (U)x +G(U)y = 0;

Ä1 < x; y <1; t > 0
(1)

について考える。ただし、Uは保存変数のベクトル

U =

2

6

6

6

6

4

ö

öu

öv

e

3

7

7

7

7

5

; (2)

(ただし、ö; u; v; p; eはそれぞれ、密度、x-、y-各方向の速度成分、圧力、単

位体積あたり内部エネルギー) であり、x-、y-各方向の流束F;Gは

F =

2

6

6

6

6

4

öu

öu2 + p

öuv

u(e+ p)

3

7

7

7

7

5

; G =

2

6

6

6

6

4

öv

öuv

öv2 + p

v(e+ p)

3

7

7

7

7

5

; (3)
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のように表される。また、理想気体の状態方程式

e =
p

çÄ 1 +
1

2
ö(u2 + v2): (4)

を仮定する。

次のような進行衝撃波解を考える。Riemann問題の初期値

U(x; 0) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

UL = t[öL; öLuL; 0; eL];

x < 0;

UR = t[öR; öRuR; 0; eR];

x > 0

(5)

が2) 、次のRankine-Hugoniot条件

F (UR)Ä F (UL) = s(UR Ä UL): (6)

を満たし、かつ、次の条件3)

uL Ä cL > s > uR Ä cR
または

uL + cL > s > uR + cR

(7)

(cL =
p

çpL=öL、cR =
p

çpR=öRは、Riemann問題を定める2状態UL,UR

における音速である。) また、衝撃波の両側の状態UL; UR共に、次のような

意味で「十分に上流的な状況4)」であるとしておく。

uÜ c; u >> 0; c =
p

çp=ö (8)

以上の状況では、初期値問題(1), (5)のエントロピー解(一意)は進行衝撃波解

U(x; y; t) = U(xÄ st; y; 0) =
(

UL; x < st;

UR; x > st:
(9)

となる。これは2次元内を平面衝撃波が進行する様子を表す。この解の差分

による数値計算について考えていく。

4 Godunov法による離散化

Godunov法による離散化を考える。Godunov法は、圧縮性Euler方程式

の様な保存則の数値計算に用いられる保存型差分の中では、Riamenn問題の

2)tAは行列又はベクトルAの転置(transepose)を表すものとする。
3)Rankine-Hugoniot条件(5)のみでは衝撃波における物理的なエントロピー条件を満たさな

いので、Riemann問題(5)の解が進行衝撃波解となる為にはこの条件を付加する必要がある。
4)後に離散モデルの考察では離散モデルの解(数値解)に出現する中間状態(ULとURの間の状

態で物理的な意味はないが数値解では不可避)においても全ての特性速度の正値性u Ü c; u > 0
を要請する。そのためUL; URにおいては全ての特性速度が十分に0より大きい事を要請する。
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厳密解を利用して数値流束を定める故、 も「自然な」差分近似の一つであ

ると言える事を注意しておく。

先ず、x; y-空間を次のように有限体積(セル)に分割する。Ii;j = (xiÄ 1
2
; xi+ 1

2
)Ç

(yjÄ 1
2
; yj+ 1

2
) (i; jは整数). 時間変数もftn; 0 = t0 < t1 < ÅÅÅgの様に離散化

し、空間、時間の離散化は共に一様であるとしておく。即ち、任意の i; j; nに

ついてxi+ 1
2
Ä xiÄ 1

2
= Åx, yj+ 1

2
Ä yjÄ 1

2
= Åy, tn+1 Ä tn = Åt for all n. ま

た、CFL条件についても

juj+ c
Åx

+
jvj+ c
Åy

î 1

Åt
: (10)

を仮定する。

ベクトルUni;j =
t[öni;j ; (öu)

n
i;j ; (öv)

n
i;j ; e

n
i;j ]は、時刻 t = tn = nÅtにおける

有限体積Ii;jでの状態Uを近似するものであり、
à

U0i;j
â

i;jは整数
は
à

Uni;j
â

n;i;jは整数;nï1
を逐次計算するための初期値として与えられる。

à

Uni;j
â

n;i;jは整数;nï1は(圧縮

性Euler方程式を近似する)離散的時間発展

Un+1i;j = Uni;j ÄÅ tn

Åxi

n

ñFn
i+ 1

2 ;j
Ä ñFn

iÄ 1
2 ;j

o

ÄÅ tn

Åyj

n

ñGn
i;j+ 1

2
Ä ñGn

i;jÄ 1
2

o

;
(11)

よりnについて逐次定義される。ここで各方向の数値流束ñFn
i+ 1

2 ;j
, ñGn
i;j+ 1

2
は有

限体積境界における流束F;Gのそれぞれを近似するもので、Godunov法にお

いては次のように定める。

各ñFn
i+ 1

2 ;j
は、Uni;jとU

n
i+1;jの2状態が定めるRiemann問題

Ut + F (U)x = 0;

U(x; 0) =

(

Uni;j ; x < 0

Uni+1;j ; x > 0

(12)

の定めるエントロピー解(厳密解)5)

U = U(x; t) = U(x=t;Uni;j ; U
n
i+1;j)

を利用して

ñFni+ 1
2 ;j
= F (U(0;Uni;j ; U

n
i+1;j)): (13)

の様に定められる。

各ñGn
i;j+ 1

2
も同様に定められる。即ち、Riemann問題

Ut +G(U)y = 0;

U(y; 0) =

(

Uni;j ; y < 0

Uni;j+1; y > 0:

(14)

5)一般に保存則のRiemann問題のエントロピー解U = U(x; t)が存在すればそれはx=t に依
存するいわゆる自己相似解である。
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のエントロピー解(厳密解)

U = U(y; t) = U(y=t;Uni;j ; U
n
i;j+1)

から

ñGni;j+ 1
2
= G(U(0;Uni;j ; U

n
i;j+1)): (15)

により与えられる。

5 数値計算に用いられる離散モデルの解析

数値計算に用いられる離散モデル(11) の解析を進める。

初期値
à

U0i;j
â

i;jは整数
が完全に1次元的でjに全く依存せず、離散的な時間

発展(11)が桁落ち等による誤差が皆無であるよう全く厳密に計算されると仮

定すれば、カーバンクル不安定は生じ得ない。また、桁落ち等による誤差が

生じても、各セルIi;jにおける誤差がjに依存しなければ、誤差発生を含む数

値計算が全く1次元的でありカーバンクル不安定は生じ得ない。

しかしながら、実際の数値計算においては、2つのセルIi;j1とIi;j2 (j1 6= j2)
における計算誤差は異なり得る。6) しかしながら、そのような誤差の蓄積が

カーバンクル不安定であるとする事では、一旦誤差の発生が観察されればそ

れが急速に発展するカーバンクル不安定の現象を十分に説明できない。そこ

で、一旦誤差が発生すればそれが離散モデル(11)により増幅される機構が存

在すると推論するのが自然である。実際、[3, 1]においても同様の視点から議

論を展開している。

ここでは議論を単純化するために、誤差のodd-even性(偶奇交代性)

Uni;j = U
n
i + (Ä1)jÛni ;

Uni =
t[öni ; (öu)

n
i ; 0; e

n
i ];

Ûni =
t[ö̂ni ;

d(öu)ni ;
d(öv)ni ; ê

n
i t]:

(16)

を仮定する。(Ä1)jÛni が(本来はjに関係なくUni;j = U
n
i であるべき)各Uni;jに

係る計算誤差であるという仮定である。この仮定はそれ程人工的なものでは

ない。実際、[2]においてもカーバンクル不安定は大まかにはodd-evenであ

るとされ、保存型差分近似における保存性の観点から見ても自然である。ま

た、実際の計算において脚注6)に述べた方法でÅyの計算機上デジタル表現の

6) こうした数値計算上の誤差は、主に、Åy = yj+ 1
2
Ä yjÄ 1

2
のデジタル表現がjに依存して

桁落ち誤差により同一でなくなる事に由来するのではないかと考えられる。実際、yj+ 1
2
= jと

して計算機上で整数型変数をとればそのような桁落ち誤差は生じないが、この場合には本稿のよ
うな平面衝撃波の伝播の計算ではカーバンクル不安定は発生しない。しかし、このような場合で
も誤差を一旦与えるとカーバンクル不安定が生じる。これは、不安定を起こす 初の誤差の発生
機構と不安定の成長機構とは別物として考察すべきである事も示唆している。
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誤差を抑制した数値計算を設定しn = 0の段階で(16)の様に誤差を与えれば、

カーバンクル不安定を発生させる事ができ、任意のnで(16)が保たれる。

次の事実が不安定性の解析に基本的なものであるから、定理として記述し

ておく。

定理 1 (11) と(16)を仮定し、誤差Ûni の大きさのオーダーをéで記すことと

すれば、関係式

Ûn+1i = Ûni Ä Å t
Åx

n

@F
@U (U

n
i )Û

n
i Ä @F

@U (U
n
iÄ1)Û

n
iÄ1

o

Ä Å t
Åy Å2

å

å

@G
@U (U

n
i )
å

åÛni + o(é)

=
n

I Ä Å t
Åx

@F
@U (U

n
i )Ä 2 Å tÅy

å

å

@G
@U (U

n
i )
å

å

o

Ûni

+ Å t
Åx

@F
@U (U

n
iÄ1)Û

n
iÄ1 + o(é):

(17)

が得られる。これらは

@Un+1i
@Uni

=
n

I Ä Å t
Åx

@F
@U (U

n
i )Ä 2 Å tÅy

å

å

@G
@U (U

n
i )

å

å

o

;

@Un+1i

@UniÄ 1
= Å t

Åx
@F
@U (U

n
iÄ1);

@Un+1i
@Un

k
= O; iÄ k 6= 0; 1

(18)

の様にも記される。ここで、jAjはある行列PでPÄ1AP = diag(ï1; ï2;ÅÅÅ; ïn)
のように対角化されるAについて

jAj
= P Ådiag(jï1j; jï2j;ÅÅÅ; jïnj)ÅPÄ1

= P

2

6

6

6

6

4

jï1j 0 0 ÅÅÅ 0

0 jï2j 0 ÅÅÅ 0

ÅÅÅ ÅÅÅ ÅÅÅ
0 ÅÅÅ jïnj

3

7

7

7

7

5

PÄ1
(19)

の様に与えられるものとする。7)

本定理の証明は、次の2つの補題 1、 2 . から与えられる。これらの補題は

x-方向の「十分な上流性」の仮定である(8) とy-方向では通常の線形化が可

能である事実に基く。

補題 1
ñFni+ 1

2 ;j
= F (Uni;j): (20)

7)行列Aが対角化可能な場合、対角化を与える行列Pは一意ではないが、ここで定義される
jAjはPの取り方に依存しない事を注意しておく。
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補題 2
ñGn
i;j+ 1

2
= G(Uni )Ä 1

2

å

å

@G
@U (U

n
i )

å

å(Unj+1 Ä Unj )
+o(é):

(21)

上の2つの補題はそれぞれGodunov法における数値流束ñFn
i+ 1

2 ;j
又はñGn

i;j+ 1
2
を

定めるRiemann問題(12)又は(14)を考察すれば容易に得られるものである。

さて、数列Ûnと行列En+1n を

Ûn =
t
h

ÅÅÅ; ö̂ni ; d(öu)ni ; d(öv)ni ; êni ;

ö̂ni+1;
d(öu)ni+1;

d(öv)ni+1; ê
n
i+1;ÅÅÅ

i

;

En+1n =
h

@Un+1i
@Un

k
(Unk )

i

i;k:整数
;

のように定める。但し、
@Un+1i
@Un

k
(Unk ) はEの4Ç 4小行列であり i; kは整数であ

る。8)すると、ÛnからÛn+1への離散的時間発展

Ûn 7! Ûn+1

は

Ûn+1 = En+1n ÅÛn + o(é):

のように書き表す事ができ、更に行列En+rn を

En+1n =

î

@Un+ri

@Unk
(Unk )

ï

i;k:整数

と定めれば、

Ûn+r = En+rn ÅÛn + o(é) (22)

の関係が得られる。9)

さて、我々は安定な進行衝撃波の離散プロファイル10)の数値計算を利用

し、カーバンクル不安定性とÛnからÛn+rへの写像(22)の線形安定性の関係

を論じる。我々の本稿の主張を次に記す。

主張. カーバンクル不安定性の不出現Å出現と、(22)の写像Ûn 7! Ûn+rの線

形安定Å線形不安定は一致する。

8)これらの小行列は定理 1内の式により得られ、i Ä k 6= 0; 1の場合には零行列Oとなる。
9)En+rn について、En+rn = En+rn+rÄ1 Ç ÅÅÅÇ E

n+1
n , r ï 1 であり、i Ä r î k î i以外の場

合には
@Un+r

i
@Un

k
(Unk ) = 0である。

10)安定な進行衝撃波の数値計算における安定な離散プロファイルについては理論的な解決は未
だなされていない。ここでは、安定な離散プロファイルに十分に近いと考えられるデータを数値
計算により得て数値実験を行う。
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6 数値計算による実験

数値計算は、進行衝撃波の安定な離散プロファイルを得る部分と不安定性

の観察の2つの部分からなる。

6.1 進行衝撃波の安定離散プロファイル

まず、進行衝撃波の安定離散プロファイルを次のようにして得る。

1. 1次元圧縮性Euler方程式に対しGodunov法

Un+1i = Uni Ä Å t
Åx

n

ñFn
i+ 1

2
Ä ñFn

iÄ 1
2

o

: (23)

を用いて計算する。各ñFn
i+ 1

2
は(11)と同様に与えられる。Å t

Åxは後の2次

元計算と同じ値である。

2. 計算領域はimin î i î imaxであるが、imaxÄ iminは十分に大とする。ま

た初期値fU0i gは

U0i =

(

UL; imin î i î is
UR; is < i î imax;

(24)

で与えるが、ULとURは(6),(7),(8),(10) を満足し衝撃波速度sはÅx
Å tに

対して有理比を持つ

s =
q

r
ÅÅx
Åt
; q; rは互いに素な正整数:

とする。2つの境界については、i = iminでは完全流入条件、imaxでは

完全流出条件とする。

3. 離散的時間発展(23)を繰り返す。ただし、r回の離散的時間発展毎に空

間的にデータをÄqノード分だけシフトする。即ち

do i = imin; imax Ä q
Uni = U

n
i+q

enddo
do i = imax Ä q + 1; imax
Uni = UR
enddo

4. 安定な離散プロファイルが得られたと判断される時点で数値計算を停止

し、その時点でのfUni giを安定離散プロファイルとして採用する。その

判断は、

S(n) =
imaxÄr
X

i=imin

à

jön+ri Äöni j

+j(öu)n+ri Ä (öu)ni j
+jen+ri Ä eni j

â

:
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により、fUn+ri giとfUni giを比較し、S(n)が十分小さくなった事による。

実際、離散プロファイルへの数値的収束はかなり良く、倍精度計算でノード

の点数が千点オーダーの場合でもS(n)は10Ä13程度までは減少する。ここで

は imin = 0; imax = 1000; is = 100とした。しかし、ノードの点数の安定プロ

ファイルへの影響を確かめる為、imin = 0; imax = 2000; is = 200の場合も同

様に試した。非常に弱い衝撃波でなければ、どちらの場合も本質的に同一の

プロファイルを与える。

ここで得られたプロファイルを次の安定性の試験計算の初期値fU0i giとし

て用いる。

6.2 安定・不安定の確認

ここでは、安定・不安定の確認の為、上で得られたデータから2つの計算

を行う。

先ず、r回分の離散時間発展11) による誤差の発展Ûn 7! Ûn+r の状況を

En+rn を用いて調べる。しかし、En+rn は無限なので、有限部分行列を取り出

して調べる必要がある。そこで、iÄと i+12) を

jö0i ÄöLj < 10Ä4jöR ÄöLj; i < iÄ ;
jöR Äö0i j < 10Ä4jöR ÄöLj; i > i+ Ä q:

(25)

満たすようにとり、f4(i+ Ä iÄ Ä q)g Ç f4(i+ Ä iÄ Ä q)g 行列ñEr0 をñEr0 =
ö

@Uri
@U0k

õ

iÄ +qîiîi+;iÄ îkîi+Äq
で定める。そして、これらの行列の固有値を求

める。

上の線形安定性の観察と同時に(11)による実際の2次元計算も行う。以下

の2つの方法を試したが、カーバンクル不安定性の発生状況はどちらでも同

一である。

1. 計算領域はmを適当な正整数として1 î i î 10000; 1 î j î 2m とす

る。13)誤差の制御の為(脚注6)参照)、yj+ 1
2
とÅyの計算機上での表現は

整数形とする。初期データfU0i;jgは1 î i î 1000では安定な離散衝撃

波プロファイルfU0i gを用い、それ以外ではURとする。i = 1; 10000で

の境界はそれぞれ完全流入条件、完全流出条件とし、j = 1; 2mでの境

界は循環境界条件とする。また、この場合は自然発生する計算誤差によ

る不安定が生じ得ないので人工的に誤差を付加する。実際には、初期値

11)r回の離散的時間発展でデータはsノード分のシフトを除けば同一になっている。
12)(25)の定めるiのノードの範囲で行列ñEr0を定めて観察して問題はないと思われる。実際、
(25)の10Ä4を10Ä5に取り替えて行列ñEr0を定めても、優越固有値は殆ど変化しない。
13)mの値による違いは生じない。実際にはm = 1で十分である。
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の50 î i î 100の部分に相対的オーダーが10Ä10程度の(odd-even性の

制約以外では)ランダムな誤差を加える。

2. 計算領域を1 î i î 10000; 1 î j î 2とする。初期値、境界値の扱いは

上と同様である。(但し、初期値に人工的な誤差は付加しない。) ただ

し、Åyを浮動小数形で与える。例えば0.7D-1.

6.3 数値実験の結果

我々は色々と条件を変化させながら数値実験を行ったが、それらの数値実

験ではカーバンクルの発生はñEr0の 大固有値が1を超える事と一致した。

その一例を提示する。

1. 特性速度u+ cに関連するいわゆる3-衝撃波を対象に計算を行った。左

右の圧力比pR=pL = eòで衝撃波の強さを考え、ò< 0を変化させて色々

な強さの衝撃波を考察した。(衝撃波の左右の状態の定義については [4]

等を参照されたい。)

2. x-方向の速度は衝撃波の両側の各特性速度(uÜ c; uが両側にあるので6

つとなる)が十分に0より大きく、かつその 大と 小の比が10以下と

なるように調整した。(また、その際にs=( Å tÅx )が有理数となるようにす

る必要がある。)

3. ここの例では ò= Ä1:0;Ä1:1;ÅÅÅ;Ä2:0 とし s = 1
2
Å t
Åx となるように

した。

結果は次のようになる。

ò 密度比 i+ÄiÄ 固有値の絶対
値の 大値

カーバンクル
不安定性

Ä1:0 0:5037 37 0:9708 出現せず

Ä1:1 0:4733 35 0:9779 出現せず

Ä1:2 0:4455 34 0:9849 出現せず

Ä1:3 0:4201 32 0:9917 出現せず

Ä1:4 0:3969 31 0:9982 出現せず

Ä1:5 0:3758 30 1:0044 出現

Ä1:6 0:3566 29 1:0104 出現

Ä1:7 0:3390 29 1:0162 出現

Ä1:8 0:3231 28 1:0217 出現

Ä1:9 0:3085 28 1:0269 出現

Ä2:0 0:2953 27 1:0319 出現
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上の表は、離散モデル(11)の数値計算におけるカーバンクル不安定の発生と

その離散的時間発展を観察して得られる(22)の線形不安定がよく一致する事

を示している。

7 結論

数値実験を用いており数学的に完全な論証ではないが、圧縮性Euler方程

式の進行衝撃波解の数値計算におけるカーバンクル不安定は数値的な機構に

起因する可能性が非常に濃厚である事が本稿での議論により明らかになった。

本稿の考察は従来の線形化手法(圧縮性Euler方程式の線形化)や単調性
14)に注目する考察では明らかにできなかった不安定性の機構を見出したとい

える。即ち、差分近似を連続モデルからの離散式への単なる書換えと見るの

ではなく、新たに得られた離散モデル(離散的な時間発展系)と見なしてその

性質を考察することで数値計算法の解析の可能性を大きく広げることが可能

となる。実際、離散モデルとしてみた場合、それはいわゆる差分近似式のみ

ではなく格子や時間進行の制御といった物を含む総合的なものであり、その

ような総合的に構成された離散時間発展系が近似対象の連続時間発展系とど

のような性質を共有するかを明らかにする事で数値シミュレーションにおけ

る数値計算法の信頼性向上の議論が進展することが期待される。

また、同一の連続モデルにより記述される対象であっても、その中で数値

シミュレーションにより解明したい現象が異なる場合にはそれぞれ現象に応

じた数値シミュレーションの手法の選択が望ましい。そのような場合におい

ても、「解明したい現象に対応する連続モデルの性質についての離散モデルの

適合性」という観点から 適の手法が選択し得るのではないかと考えられる。

一方、カーバンクル不安定については数値的機構は本質的には線形不安定

であるという事が結論できよう。しかし、この現象は非線形性と深く関わっ

ており、圧縮性Euler方程式の非線形性が本質的に影響している側面も見逃

してはならない。例えば、本稿で観察される線形系が不安定である理由は圧

縮性Euler方程式の非線形性に起因している。(線形保存則のGodunov法によ

る近似の場合には、適当なCFL条件さえ満たしていれば上のような不安定性

が生じない事は容易に示される。)

また、非線形離散発展系の線形不安定が直接に不安定現象につながる訳で

ない事もこの問題の本質の解明を難しくしている。実際、1次元の進行衝撃

波計算で安定プロファイルが得られた状況で、本稿と同様にして線形化され

た形の安定性を調べると、衝撃波の強さによっては線形不安定になる事が数

値計算で明らかとなる。しかし、その場合の1次元計算では不安定は生じな

14)広い意味での単調性、つまり、狭義の単調性、単調性の保存、全変動非増加などの性質
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い。これは、非線形性の有する微小擾乱の抑制作用によるものであると考え

られる。15) そこで、圧縮性Euler方程式に存在する線形退化場の作用がより

詳細に解析されなければならないが、この線形退化場は1次元でも2次元で

も存在するものであり、線形退化場と多次元性の相互作用をどのように解析

するかが今後の重要な課題である。しかしながら、こうした課題についても

離散時間発展系とそれに対応する連続時間発展系という観点からの考察が有

効であろうと予想される。
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