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ABSTRACT 

This paper presents optimal design using Adaptive Mesh Refinement (AMR) with shape optimization method. The method suppresses time 
periodic flows driven only by the non-stationary boundary condition at a sufficiently low Reynolds number using Snapshot Proper Orthogonal 
Decomposition (Snapshot POD). For shape optimization, the eigenvalue in Snapshot POD is defined as a cost function. The main problems 
are Reynolds Average Navier-Stokes problems and eigenvalue problems of Snapshot POD. An objective functional is described using 
Lagrange multipliers and finite element method. Two-dimensional cavity flow with a disk-shaped isolated body is adopted. The non-
stationary boundary condition is defined on the top boundary and non-slip boundary condition for side and bottom boundaries and for the 
disk boundary. For numerical demonstration, the disk boundary is used as the design boundary. Using H1 gradient method for domain 
deformation, all triangles over a mesh are deformed as the cost function decreases, where the sensitivities in the boundary integration type 
and the volume integration type are adopted to comparison both. To avoid decreasing the numerical accuracy based on squeezing triangles, 
AMR is applied throughout the shape optimization process to maintain equal numerical accuracy to that of a mesh in the initial domain. 
 
 
1．Introduction 

 
現代の工学・産業界において，最適設計というかたちで

発展を遂げてきた形状最適化問題は，約 100 年前から数理

科学の一分野として研究がされてきた．特に，数値流体力

学における形状最適化問題は乱流制御という一分野を築い

ており，航空宇宙工学分野において重要な役割を担ってい

る．一般的に，このような乱流制御を行う際，時間平均場

を用いて目的関数を定義することが多いが，本研究では，

データ科学的手法により乱流場を時間平均場と時間変動場

に分解し，乱流場の特徴的な時空間構造を持つ時間変動場

を用いて目的関数を定義する．それにより，時間平均場を

用いて目的関数を定義する従来の手法と比べて，直接的に

乱流の時空間構造を制御することが可能となる． 
このような最適設計による流体制御の先駆的な研究は，

フランス人応用数学者である Pironneau1-2)が Stokes方程式や

Navier-Stokes 方程式が定義された空間において，散逸エネ

ルギー最小化問題に対する感度解析を行うところまで遡る．

その後，Haslinger and Makinen3)，Moubachir and Zolesio4)，

Sokolowski and Zolesio5)が形状最適化問題に関する数学・数

値解析を行っており，特に航空工学からの要請を受けるか

たちで，Mohamadi and Pironneau6)が乱流モデルや圧縮性

Euler 方程式，Adaptive Mesh 法等 だけでなく，遺伝的アル

ゴリズムや自己組織化マップ(SOM)等を取り込んだ形状最

適化問題を定式化し，数値的に検証している．上記に記述

したように，形状最適化問題による流体制御に関する研究

結果は，既に膨大なまでに存在するが，乱流制御を可能に

する形状最適化手法は未だ発展の余地が十分に残されてい

る． 
これまで，数値流体力学における形状最適化問題では，

時間平均場を用いて目的関数が定義されることが多かった．

一方で，Nakazawa7)は，乱流場の特徴的な時空間構造を持

つ時間変動場を効率的に制御するために主成分分析と同様

の デ ー タ 解 析 手 法 で あ る Snapshot Proper Orthogonal 
Decomposition (Snapshot POD)を考慮した形状最適化問題を

定式化した．この Snapshot POD によって，非定常流を時間

平均場と時間変動場（平均と分散）にモード分解すること

が可能となり，それぞれの速度場を区別して目的関数を定

義することが可能となった．更に，Nakazawa and Nakajima8)

では，時間変動場の速度場だけを用いた目的関数を定義し，

従来の時間平均を用いた場合と比較して，より直接的に時

間変動場を制御することに成功した． 
ところで，形状最適化問題を解く場合，感度を境界積分

として評価することが一般的である．しかし，Nakazawa 
and Nakajima8)では，ディリクレ条件で定義された境界を設

計境界としており，移流項を感度に反映することが出来な

い．また，Time Average Navier-Stokes 方程式 (TANS) を主問

題と定義していたため，時間変動成分を考慮していなかっ

た．結果的に，時間平均場と時間変動場の移流項を感度と

して考慮していなかった． 
このような状況を鑑みて，本研究では，Reynolds Average 

Navier-Stokes方程式 (RANS)を主問題と定義し，領域積分型

で感度を評価する．その際，初期形状には内部に円盤形の

孤立物体を有する 2 次元 Cavity 流れを採用し，数値的に当

該形状最適化問題の妥当性を検証する． 
 

 
2．Domain Variation 
 

ユークリッド空間における，2 次元領域 Ω� ⊂ ℝ�を非有

界な凸領域とする．そして，Ω� ⊂ Ω を初期形状とし，位置

ベクトルを𝒙𝒙 ⊂ ℝ�と記述する．その際， 
 

Ω � Ω���� ∖ Ω�, 
Ω���� � �𝒙𝒙 � �𝑥𝑥, 𝑥𝑥�� � � 𝑥𝑥 � �, � � 𝑥𝑥 � � �, 
Ω� � �𝒙𝒙 � �𝑥𝑥, 𝑥𝑥�� �𝑥𝑥 � �.��� � �𝑥𝑥 � �.��� � �.�� �, 
 

∂Ω � Γ��� ∪ Γ���� 
Γ��� � ��𝑥𝑥, 𝑥𝑥�� � � 𝑥𝑥 � �, 𝑥𝑥 � � �, Γ���� � ∂Ω ∖ Γ��� . 

 
本研究では，∂Ω�を設計境界とする．次に，ℝ�値の関数で

あるLipschitz transformation𝝓𝝓𝝓 Ω 𝝓 𝝓𝝓�Ω�による領域変形を考

える．この写像は，微小パラメーターϵを用いて，𝝓𝝓 �
𝝓𝝓� � �𝝋𝝋のように記述できると仮定する．ここで，𝝓𝝓�は恒

等写像であり𝝓𝝓��Ω� � Ωとなる．また，𝝋𝝋は領域摂動であ

る．𝝋𝝋の関数空間については Kimura9)の Proposition 1.41 と

eq. (1.18)を参照されたい． 
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これから，汎関数の形状微分公式を導く．まず，𝜁𝜁をΩに

おける物理量（主変数と随伴変数）を表す実数値関数とし，

𝐺𝐺�𝒙𝒙𝒙 𝜁𝜁�を密度関数として以下のような汎関数を定義する． 
 

𝐿𝐿�𝝓𝝓�𝒙 𝜁𝜁� � � 𝐺𝐺�𝒙𝒙𝒙 𝜁𝜁�
�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 
 
次に，𝐿𝐿�𝝓𝝓�𝒙 𝜁𝜁�に対して物質微分をとると汎関数の領域積

分型と境界積分型の形状微分公式が得られる． 
 

𝐿𝐿� �𝝋𝝋𝒙 𝜁𝜁� 
� � 𝐺𝐺�

�
𝑑𝑑𝑑𝑑 � � �𝝋𝝋 ⋅ ∇𝐺𝐺 � 𝐺𝐺�∇ ⋅ 𝝋𝝋��

�
𝑑𝑑𝑑𝑑 

� � 𝐺𝐺�
�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � � 𝐺𝐺𝝋𝝋 ⋅ 𝝂𝝂
���

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 
 
ここで，� �� は物質微分，� �′は形状微分（Frechet 微分），

であり，𝝂𝝂は境界上の外向き単位法線ベクトルである．次

に，随伴変数を用いると， 
 

� 𝐺𝐺�
�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � � 

 
とすることが可能であり，このことは主問題と随伴問題を

解くことと同意である．そして，主変数と随伴変数の集合

である 𝜁𝜁 を 𝐿𝐿�  に代入すると，最終的に以下のように領域積

分型と境界積分型の感度が得られる． 
 

� �𝝋𝝋 ⋅ ∇𝐺𝐺 � 𝐺𝐺�∇ ⋅ 𝝋𝝋��
�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝒙 � 𝐺𝐺𝝋𝝋 ⋅ 𝝂𝝂
���

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 
 
 
3．Main Problems 
 
3.1．The Non-Stationary Navier-Stokes Problem 
 
まず初めに，主問題を設定するために非定常 Navier-

Stokes 方程式を用意する． 
 

D𝒖𝒖
D𝑡𝑡 � �𝛻𝛻𝒖𝒖 � 1

Re Δ𝒖𝒖𝒙 𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖 � �𝒙 
 
そこで，�𝒖𝒖𝒙 𝒖𝒖�は速度ベクトルと圧力である．次に， �𝒗𝒗𝒙 𝒗𝒗�
を �𝒖𝒖𝒙 𝒖𝒖� に対するテスト関数（随伴変数）とすると下記の

弱形式が得られる． 
 

� �D𝒖𝒖
D𝑡𝑡 ⋅ 𝒗𝒗 � �𝛻𝛻 ⋅ 𝒗𝒗�𝒗𝒗 � �𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖�𝒖𝒖 � 1

Re 𝛻𝛻𝒖𝒖�: 𝛻𝛻𝒗𝒗��
�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � �𝑑 
 
そして，有限差分法により時間方向の離散化を行い，物資

微分項に特性曲線法 13)を用いることで，各時間ステップに

おける弱形式 
 

� 𝐺𝐺���𝑑𝑑𝒙 𝜁𝜁��
�

𝑑𝑑𝑑𝑑 � �𝒙 
 

𝐺𝐺���𝑑𝑑𝒙 𝜁𝜁�� � 𝒖𝒖����𝒙𝒙� � 𝒖𝒖��𝒙𝒙 � Δ𝑡𝑡𝒖𝒖��𝒙𝒙��
Δ𝑡𝑡 ⋅ 𝒗𝒗���

� �𝛻𝛻 ⋅ 𝒗𝒗����𝒗𝒗��� � �𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖����𝒖𝒖���
� 𝛻𝛻�𝒖𝒖�����: 𝛻𝛻�𝒗𝒗�����𝒙 

 
が得られる．ここで，時間ステップ𝑛𝑛，時間間隔Δ𝑡𝑡，𝑁𝑁�𝒙 𝑁𝑁�
を初期，最終時間ステップ， � � 𝑁𝑁� � 𝑁𝑁� � 1， 𝜁𝜁� �

�𝒖𝒖�𝒙 𝒖𝒖�𝒙 𝒗𝒗�𝒙 𝒗𝒗��とする．最後に，形状最適化問題における制

約関数𝐿𝐿��𝝓𝝓𝒙 𝜁𝜁��を以下のように定義する． 
 

𝐿𝐿��𝝓𝝓𝒙 𝜁𝜁�� � � � 𝐺𝐺���𝑑𝑑𝒙 𝜁𝜁��
𝝓𝝓���

𝑑𝑑𝑑𝑑
��

����

𝒙 
 
 
3.2．Snapshot Proper Orthogonal Decomposition 
 

非定常 Navier-Stokes 方程式を時間積分した後，相関係数

行列𝑅𝑅�𝒖𝒖�𝒙 𝒖𝒖�� ∈ ℝ��� を構成する． 
 

𝑅𝑅�𝒖𝒖�𝒙 𝒖𝒖�� � � 𝒖𝒖��𝒖𝒖�𝑑𝑑𝑑𝑑
�

𝒙 
𝒖𝒖� � �𝒖𝒖��𝒙 ⋯ 𝒙 𝒖𝒖�𝒙 ⋯ 𝒙 𝒖𝒖��� 

 
そして，Snapshot Proper Orthogonal Decomposition (Snapshot  
POD) の固有値問題は解のように定義される． 
 

𝑅𝑅�𝒖𝒖�𝒙 𝒖𝒖��𝒖𝒖� � 𝜔𝜔𝒖𝒖�𝒙 
𝜔𝜔 � �𝜔𝜔�𝒙 ⋯ 𝒙 𝜔𝜔�𝒙 ⋯ 𝒙 𝜔𝜔��𝒙  
𝒖𝒖� � �𝒖𝒖��𝒙 ⋯ 𝒙 𝒖𝒖��𝒙 ⋯ 𝒙 𝒖𝒖��� 

 
ここで，固有値 𝜔𝜔 ∈ ℝ�，固有関数 𝒖𝒖� ∈ ℝ���  が数値的に

求められれば，POD 基底 𝜱𝜱 �  𝜔𝜔��
�𝒖𝒖�𝒖𝒖� ∈ ℝ���が得られる． 

 
𝜱𝜱 � �𝜱𝜱�𝒙 ⋯ 𝒙 𝜱𝜱�𝒙 ⋯ 𝒙 𝜱𝜱��𝑑 

 
最後に，形状最適化問題における制約関数𝐿𝐿��𝝓𝝓𝒙 𝜁𝜁��を定義

する． 
 

𝐿𝐿��𝝓𝝓𝒙 𝜁𝜁�� � � 𝐺𝐺��𝑑𝑑𝒙 𝜁𝜁��
��

����

𝒙 
𝐺𝐺��𝑑𝑑𝒙 𝜁𝜁�� � 𝜶𝜶�𝛿𝛿����𝜔𝜔𝒖𝒖� � 𝑅𝑅�𝒖𝒖�𝒙 𝒖𝒖��𝒖𝒖��� 

 
ここで，𝜶𝜶 ∈ ℝ��� は𝒖𝒖� に対する随伴変数，𝛿𝛿���は 
第 j主成分から第 k主成分の固有値を抽出するための重み関

数， 𝜁𝜁� � �𝜔𝜔𝒙 𝒖𝒖�𝒙 𝒖𝒖�𝒙 𝜶𝜶�である．また，𝑇𝑇� � Δ𝑡𝑡 𝑁𝑁� 及び𝑇𝑇� �
Δ𝑡𝑡 𝑁𝑁�である． 
 
 
3.1．The Reynolds Average Navier-Stokes Problem 
 
 ここでは，形状最適化問題における制約関数𝐿𝐿��𝝓𝝓𝒙 𝜁𝜁��を
再定義する． 
 

𝐿𝐿��𝝓𝝓𝒙 𝜁𝜁�� � � �̅�𝐺��𝑑𝑑𝒙 𝜁𝜁��
𝝓𝝓���

𝑑𝑑𝑑𝑑𝒙 
 

�̅�𝐺��𝑑𝑑𝒙 𝜁𝜁�� � ��𝒖𝒖� ⋅ 𝛻𝛻�𝒖𝒖�� ⋅ 𝒗𝒗� � C: 𝛻𝛻𝒗𝒗� � 𝛻𝛻𝒖𝒖��: 𝛻𝛻𝒗𝒗�� 
��𝛻𝛻 ⋅ 𝒗𝒗���̅�𝒖 � �𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖��𝒗𝒗�𝑑 

 
ここで，�𝒖𝒖�𝒙 �̅�𝒖� は時間平均速度と圧力であり�𝒗𝒗�𝒙 𝒗𝒗�� は対応す

る随伴変数である． 
 

𝒖𝒖� � � 𝒖𝒖�
��

����

𝒙 �̅�𝒖 � � 𝒖𝒖�
��

����

 

 
また，C: 𝛻𝛻𝒗𝒗�は Reynolds Average Navier-Stokes 方程式 (RANS)
における時間変動項の弱形式であり，POD 基底𝜱𝜱と固有値

𝜔𝜔を用いてCは 
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� � 𝜋𝜋
4 ���𝝓𝝓���

�

���
� �� ��

�

���
������ � ℝ��� 

 
と記述することが出来る．また，� � �ℝ���の場合は Time 
Average Navier-Stokes 方程式 (TANS) を考慮していることに

なる． 
 
 
4．Shape Optimization Problem and Adjoint Problems 
 
 当該研究における形状最適化問題の目的関数を下記のよ

うに定義する． 
 

𝑓𝑓�𝝓𝝓𝝓 𝝓𝝓� � � 𝛿𝛿���𝝓𝝓�
�

���
 

 
Lagarange 未定乗数法に基づき，目的汎関数を 
 

𝐿𝐿�𝝓𝝓𝝓 𝝓𝝓�𝝓 𝝓𝝓�� 
� 𝑓𝑓�𝝓𝝓𝝓 𝝓𝝓� � 𝐿𝐿��𝝓𝝓𝝓 𝝓𝝓�� � 𝐿𝐿��𝝓𝝓𝝓 𝝓𝝓��𝝓 

 
と記述する． 
 次に，目的汎関数に対して，𝝓𝝓�𝝓 𝝓𝝓�の Frechet微分をとり，

� 𝐺𝐺�
� �� � �から主問題と随伴問題が得られる．具体的に

は，�𝒗𝒗�𝝓 𝑞𝑞�� と𝜶𝜶 に関して Frechet 微分をとると，主問題とし

て Reynolds Average Navier-Stokes 問題と Snapshot POD の固

有値問題が得られる．一方，�𝒖𝒖�𝝓 �̅�𝑝� に関する Frechet 微分を

とると Reynolds Average Navier-Stokes 問題の随伴問題とし

て 
 

�∇𝒖𝒖���𝒗𝒗 � �𝒖𝒖� ⋅ 𝛻𝛻�𝒗𝒗� � 𝛻𝛻𝑞𝑞� � 1
Re Δ𝒗𝒗� � �√𝝓𝝓𝚽𝚽𝒖𝒖������������𝝓 

𝛻𝛻 ⋅ 𝒗𝒗� � �� 
 
が得られる．最後に，主変数と随伴変数を領域積分型と境

界積分型の感度に代入する． 
 
 
5．Numerical Scheme 
 
  本研究では，Freefem++11)を用いて数値計算を行う． 

速度と圧力�𝒖𝒖�𝝓 �̅�𝑝�の空間方向に対する離散化には，Taylor-
Hood (P2-P1) element pair を用いた．その際，レイノルズ数

を Re=100 とし，ノード数・要素数は 21945・43290 と固定

する． 
非定常 Navier-Stokes 方程式を計算する際には，時間方向

に有限差分法を用いて離散化した．更に，特性曲線法 13)を

用いて物質微分項を評価し，UMFPACK solver10) を用いて，

𝑇𝑇� � �及び𝑇𝑇� � �として各時間ステップの解を求めた． 
Snapshot POD の固有値問題については lapack solver を用

いた．随伴問題については，UMFPACK solver10) を用いて

解を求めた． 
 感度を評価した後，感度の滑らかさを回復させるために

H1 勾配法を用いた．その後，Adaptive Mesh Refinement 
(AMR)12) を用いてメッシュを再生成している． 
 
 
6．Numerical Results 
 
 Nakazawa and Nakajima8)では，重み関数を𝛿𝛿���として，

時間変動場の速度場だけを用いた目的関数を定義し，従来

の時間平均を用いた場合と比較して，より直接的に時間変

動場を制御することに成功した．そこで，本研究では，

𝛿𝛿���を固定して，感度を境界積分と領域積分で評価した場

合を比較する．更に，領域積分で評価する差には，TANS
と RANS での結果もまた比較する． 

Table. 1は，これら 3ケースにおいて，最適形状における

∑ 𝝓𝝓����� を示している．この結果から領域積分型で感度を評

価し，RANS を制約関数として用いることで，より効率的

に時間変動成分を制御できることを確認した．最適形状と

形状更新に対する ω� と  ∑ 𝝓𝝓����� の変化については，

Appendix A と Appendix B を参照されたい． 
 

Table. 1 Comparisons of ∑ 𝝓𝝓�����  in 3 cases. 
 
 

Boundary 
Integration 

type 

Volume 
Integration 

Type 
with TANS 

Volume 
Integration 

Type 
with RANS 

∑ 𝝓𝝓�����   0.0205869 0.0203411 0.0203278 
 
 
7．Conclusions 
 

本研究では， Reynolds Average Navier-Stokes 方程式  
(RANS) を主問題と定義し，領域積分型で感度を評価する．

その際，初期形状には内部に円盤形の孤立物体を有する 2
次元 Cavity 流れを採用し，数値的に当該形状最適化問題の

妥当性を検証した．その結果，領域積分型で感度を評価し，

RANS を制約関数として用いることで，より効率的に時間

変動成分を制御できることを確認した． 
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Appendix A 

(a) Boundary Integration type

(b) Volume Integration type with TANS

(c) Volume Integration type with RANS
Fig. 1 Optimal shapes. 

Appendix B 

(a) ω�

(b) ∑ 𝜔𝜔�����
Fig. 2 ω� and ∑ 𝜔𝜔�����  with reshaping steps. 
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