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粘弾性流体中でのマッハコーンの形成
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ABSTRACT

Mach cones created by a falling sphere are observed experimentally in a viscoelastic fluid. The fluid used is a dilute wormlike
micelle solution of cetyletrimethylammonium bromide (CTAB) and sodium salicylate (NaSal) dissolved in water. The shear
wave speed for the CTAB/NaSal solution is c ≈ 10 mm/s. A sphere falls through the fluid faster than the speed of shear
waves. Mach cones are clearly observed in vorticity fields. They have a multiple-cone structure. The first cone is involved
with forward shearing motion in the direction induced by the falling sphere, and it is followed by weaker cones with backward
shearing motion accompanied by a relaxation of the initial shearing motion. The results suggest the importance of considering
shear-wave-based Mach numbers that facilitates the understanding of a complex phenomenon associated with viscoelastic fluid
flows.

１. 緒言
粘弾性流体中では，体積変化を伴う縦波の音波とともに，

体積変化を伴わない横波のせん断波が生じる．せん断波は，
渦度が伝わる波と捉えることもできる．液体である粘弾性
流体の体積弾性率Kが 109 Pa程度の大きさであるのに対し
て，剛性率 Gは 1 Pa程度である．このため，流体の密度 ρ

をおよそ 103 kg/m3とした場合，音速は
√

K/ρ ∼ 103 m/s，
せん断波の伝播速度は

√
G/ρ ∼ 10−2 m/s となり，せん断

波の伝播速度は音速に比べてはるかに遅い．このとき，物
体の運動速度 U とせん断波の伝播速度 cで定義した粘弾性
マッハ数M = U/cは簡単に 1を超えることができる．
粘弾性流体の流動は，複雑で特異な挙動を示すことが多

い 1)．このような粘弾性流体の流れについては数多くの研
究がなされてきたが，粘弾性流体中の波動現象を扱った例
は少ない．これまでには，平板を面内で動かしたときの流
れ 2)（Stokesの第１問題）や平板を面内で振動させたとき
の流れ 3)（Stokesの第２問題）が，波動現象の問題として
調べられている．粘弾性を示す界面活性剤のひも状ミセル
水溶液中で平板を振動させたときに発生するせん断波の位
相速度は，溶液の濃度が低くなるにつれて減少し，ゼロに
近づくことが報告されている 3)．このことは，低濃度の溶
液中では，粘弾性マッハ数が 1を超えるような流れが発生
しやすいことを示している．

Joseph4) は粘弾性流体の一様流の中におかれた物体まわ
りの流れを線形理論を用いて解析し，M > 1のときにマッ
ハコーンが形成されることを示している．このとき，線形
近似された渦度の式は，M > 1のときに双曲型，M < 1の
ときに楕円型となる．
本研究では，せん断波の伝播速度がおよそ 10 mm/sとな

るように調整した希薄な界面活性剤のひも状ミセル水溶液
を用いて，流体中を沈降する球のまわりにマッハコーンが
形成されることを PIV（Particle Image Velocimetry）を用
いて実験的に調べた．

２. 基礎方程式
線形粘弾性流体の基本的モデルである弾性要素のばねと

粘性要素のダッシュポットが直列につながれたMaxwellモデ
ルに従う流体について，一次元の波動伝播と，マッハコーン
形成に関係する基礎方程式を示す．流体中の音速に比べて
流速が小さい場合を扱うので，ここでは非圧縮流れとする．
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図 1 粘弾性流体における Stokesの第１問題

２.１ 一次元の波動伝播
図 1のように，x > 0の半無限領域で x = 0の平面内に

ある平板の運動によって発生した x軸方向に伝播する波に
ついて考える．流体の密度を ρ，流速を v(x, t)，せん断応力
を σ(x, t)とすると，流体要素の運動方程式は，

ρ
∂v

∂t
=

∂σ

∂x
(1)

流速とひずみ速度の関係は，

∂γ

∂t
=

∂v

∂x
(2)

Maxwell流体の応力とひずみ速度の関係を表した構成方程
式は，

τ
∂σ

∂t
= η

∂γ

∂t
− σ (3)

と書ける．ここで，ηは定常粘度，τ = η/Gは緩和時間，G

は剛性率である．これらの式を組み合わせて σ を消去する
と，v についての以下の偏微分方程式を得る．

∂2v

∂t2
+

1

τ

∂v

∂t
=

G

ρ

∂2v

∂x2
(4)

式 (2) を用いれば，せん断ひずみ速度，または渦度に関す
る式 (4) と同じ形の式を得ることもできる．また，せん断
応力 σ についても，式 (4)と同じ形式の式を得る．ただし，
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境界で与えるべき条件の形はそれぞれ異なる．式 (4)は波
動を表す電信方程式で，左辺第 2項は散逸の効果を表す．
ここで，式 (4) の電信方程式が表す波動現象について

整理しておく．式 (4) で c2 = G/ρ とおき，解を v(x, t) =

f(x, t) exp(−t/2τ)の形に仮定すると，f についての以下の
方程式が得られる 5)．

∂2f

∂x2
=

1

c2

{
∂2f

∂t2
− 1

4

(
1

τ

)2

f

}
(5)

f の代表的な振動数を ω とすれば ∂2f/∂t2 ∼ ω2f であるか
ら 6)，

ω ≫ 1

τ
(6)

のときは (1/τ)2 の項を無視することができて， 式 (5)は f

についての波動方程式となる．このとき，x の正の方向に
進む波の場合は f(x, t) = f(x− ct)となるので，

v(x, t) = f(x− ct) exp

(
− t

2τ

)
(7)

となる．すなわち，式 (6)の条件を満たす場合には，速度の
波は歪むことなく散逸により減衰しながら速さ c =

√
G/ρ

で進行し，波の大きさが 1/eに減少するまでの減衰時間は
2τ となる．
一方，式 (6) の条件を満たさない場合には式 (4) の電信

方程式は分散性を示し，伝播の際に波形の歪みを伴う．v =

v0e
−αxei(ωt−kx) とおいて式 (4)に代入して整理すると，

ω2 =
c2k2

1 +
(

1
2cτk

)2 (8)

の分散関係式を得る．ここで，k = 2π/λは波数である．位
相速度 cp = ω/k は，

cp
c

=

√
2ωτ

√
(ωτ)2 + 1− 2(ωτ)2

=

√
2ωτ√

1 + (ωτ)2 + ωτ
(9)

のように表せて，式 (6)の条件を満たすときには cp = cと
なり，前述の結果と一致する．このように，Maxwell流体中
のせん断波は分散性の波であり，音波が分散性を持たない
点とは異なる．
図 1のように，板面の速度 v が時刻 t = 0で 0から v0 に

ステップ的に変化する境界条件のもとで式 (4) を解く問題
は，Maxwell流体における Stokesの第１問題に相当し，次
式のラプラス変換を用いて求めた解 7) が知られている．

v(x, t)

v0
= H

(
t− x

c

)
e− x

2cτ +
x

2cτ

∫ t

x
c

e−
t′
2τ√

t′2 − x2

c2

· I1

(
1

2τ

√
t′2 − x2

c2

)
dt′

]
(10)

ここで，H はヘヴィサイド関数，I1は１次の第１種変形ベッ
セル関数である．式 (10)は，境界で与えられた速度の不連続
が速度 cで伝播していくようすを示している．波頭 t = x/c

では，波面を横切っての流速の不連続は，
[
v

v0

]+

−
=

1

v0

{
v
(
x, t+ − x

c

)
− v

(
x, t− − x

c

)}

= e−
x

2cτ (11)

のように表せ，波の伝播距離 xとともに指数関数的に減衰
する．

rigid body motion

U
u = U + u1

p = p0 + p1

T = T 1

u = U

p = p0

T = 0

図 2 粘弾性流体の一様流の中におかれた物体まわりの流れ

２.２ 渦度の波の線形理論
Maxwell流体の流れの支配方程式は，以下の運動量の式

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −1

ρ
grad p+

1

ρ
div T (12)

非圧縮の条件
div u = 0 (13)

構成方程式

1

τ
T+

∂T

∂t
+(u·∇)T−(∇u)T−T (∇u)T = G

[
∇u+ (∇u)T

]

(14)

である．ここで，T は偏差応力，uは流速，pは圧力，ρは
流体の密度，τ は流体の緩和時間，G = η/τ は剛性率であ
る．全体の応力テンソルは，−pI +T で与えられる．また，
(∇u)ij = ∂ui/∂xj，(div T )i = ∂Tji/∂xj である．式 (14)

のMaxwell流体の構成方程式は，緩和時間 τ = 0とすれば
ニュートン流体の構成方程式に帰着する．
図 2のような一様流中におかれた物体による擾乱を考え

る．一様流の速度を U とする．一様流中では，流体粒子は
剛体運動をしており，静止流体の場合と同様，流体要素の
変形に関係する偏差応力 T はゼロである．物体によって一
様流がわずかに乱されて，圧力と偏差応力もこれに対応し
て次式のようにわずかに変化するものとする．

u = U + u1 (15)

p = p0 + p1 (16)

T = T 1 (17)

これらの式を，式 (12)から式 (14)に代入し，微小な u1 お
よび T 1 の２次以上の項を省略して線形近似を行うと，１
次の微小量に対する以下の式を得る．

∂u1

∂t
+ (U · ∇)u1 = −1

ρ
∇p1 +

1

ρ
div T 1 (18)

div u1 = 0 (19)

1

τ
T 1 +

∂T 1

∂t
+ (U · ∇)T 1 = G

[
∇u1 + (∇u1)

T
]

(20)

ここで，
D

Dt
=

∂

∂t
+ (U · ∇) (21)

と書くことにして，式 (18)の回転をとると，

ρ
Dζ

Dt
= rot div T 1 (22)
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また，式 (20)と式 (19)より，

D

Dt
rot div T 1 +

1

τ
rot div T 1 = G∇2ζ (23)

ここで，ζ = rot u1 = rot (U + u1) = rot uは渦度ベクト
ルである．式 (22)，式 (23)より，

D2ζ

Dt2
+

1

τ

Dζ

Dt
=

G

ρ
∇2ζ (24)

を得る．式 (24)は，速度U の一様流中における渦度の波の
伝播を表す線形理論による式で，一様流に相対的な渦度の
伝播速度は c =

√
G/ρ である 4)．また，U = 0 とすれば，

D/Dt = ∂/∂tとなり，電信方程式に帰着する．
２.３ マッハコーン

x軸方向の一様流 U = (U, 0, 0)を考えると，

D

Dt
=

∂

∂t
+ U

∂

∂x
(25)

と表せる．このとき，式 (24)は，

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)2

ζ +
1

τ

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
ζ = c2∇2ζ (26)

と書ける．さらに，定常流の場合に式 (26)は，

U2 ∂
2ζ

∂x2
+

U

τ

∂ζ

∂x
= c2∇2ζ (27)

のように表せる．これは，粘弾性マッハ数

M =
U

c
, c =

√
G

ρ
(28)

を用いて，

(M2 − 1)
∂2ζ

∂x2
−

(
∂2ζ

∂y2
+

∂2ζ

∂z2

)
= −M

cτ

∂ζ

∂x
(29)

のように書くことができて，この渦度の式は，M > 1のとき
は双曲型となり，M < 1のときは楕円型となる 4)．式 (29)

の左辺は，渦度 ζ を擾乱ポテンシャル ϕ に置き換えれば，
よく知られた気体力学の微小擾乱の理論の式と同じ形にな
る．式 (29)の右辺はゼロにはならないが，線形の式である．
式 (26)は，U = 0のときには，式 (4)と同様の以下の電信
方程式

∂2ζ

∂t2
+

1

τ

∂ζ

∂t
= c2∇2ζ (30)

に帰着するので，１次元の波の議論のように，式 (29)の右
辺の１階微分の項は，渦度の波の減衰と分散性に関係して
いる．M > 1のときの式 (29)の特性曲面は，

(y − y0)
2 + (z − z0)

2 =
(x− x0)

2

M2 − 1
(31)

の円錐群となる 4)．
波源から発生したせん断波は，三次元空間では球面状に

速度 cで広がる．せん断波による流体粒子の運動方向は，遠
方場では，波源から観測点への方向ベクトルに垂直となる
ことが知られている 8)．したがって，移動する波源から発
生したせん断波の包絡面であるマッハコーンは，図 3のよ
うなせん断層になっていると考えられる．

U

Zone of silence

Mach cone

図 3 粘弾性流体中を動く波源からのせん断波の伝播

３. 実験装置および方法
３.１ 実験流体
界面活性剤CTAB（臭化セチルトリメチルアンモニウム）

と対イオンとしてサリチル酸ナトリウム（NaSal）を脱イオ
ン水に溶解して，ひも状ミセル水溶液を作成した．ひも状
ミセル水溶液は，ミセルの絡み合いによる強い粘弾性特性
を示す．CTABのモル濃度は 3 mMと 5 mMの二種類を使
用し，対イオンのモル比は 1 とした．溶液には，可視化の
ためのトレーサ粒子として，蛍光レッドの水性アクリル絵
具を溶液中に混入した．溶液は作成後，室温で 24時間以上
静置した．

CTAB/NaSal水溶液の線形粘弾性特性は，単一緩和時間
を持つMaxwellモデルでよく記述できることが知られてい
る 9)．マッハコーン形成に関わる現象を支配する重要なパ
ラメータがせん断波の伝播速度であることから，レオメー
タを用いて剛性率 Gまたは定常粘度 ηと緩和時間 τ を測定
して溶液中のせん断波の伝播速度 c =

√
G/ρ =

√
η/ρτ を

算出する代わりに，一次元の波動伝播のようすを観測して
直接伝播速度 cを求めた．
３.２ PIV計測

PIV計測の実験装置の概略を図 4および図 5に示す．実
験流体を透明なアクリル製容器（底面 100 mm×100 mm，
高さ 350 mm）に満たし，室温 25±1◦Cで実験を行った．照
明には Nd:YAG レーザ（532nm, 30mJ/pulse）のシート光
（厚さ 0.8mm）を用い，ミセル水溶液の散乱光を除去するた
め，シャープカットフィルター（O56）を用いてトレーサ粒
子の蛍光のみを撮影した．撮影は，CCDカメラ（Vieworks

VA-4M, 2336×1752 pixel）を鉛直方向に２台並べて行った．
撮影した画像はパソコンに取り込み，相互相関法 PIVを用
いて速度場を算出し，得られた速度場から渦度分布を計算
した．
３.３ 伝播速度の測定
図 4のように，容器内の流体中に鉛直に設置した金属製

の薄板（80 mm×400 mm，厚さ 0.3 mm）を電動スライダ
（オリエンタルモータ，ELS2）を用いて上方に突然動かすこ
とによってせん断波を発生させた．平板は，静止状態から
10 mm/s の速度までステップ駆動させ，容器内の対流の影
響を抑えるため，1秒後に運動を停止した．なお，3 mMの
場合のみ，対流の影響を避けるため，0.5秒後に運動を停止
している．発生したせん断波は平板に垂直な向きに伝播す
る．容器中央の平板に垂直な面内にレーザのシート光を照
射して，断面内の流れを可視化した．せん断波に伴う流れ
場を PIVによって算出し，せん断波の伝播速度 cは渦度の
ピーク位置をフレーム間で追跡することで決定した．
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図 4 伝播速度測定装置
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図 5 沈降球まわりの流速計測装置

３.４ 沈降球まわりの流れの測定
供試球として，ポリスチレン球（直径 d = 6.36 mm，密度

ρs = 1.05×103 kg/m3）およびPOM球（直径 d = 6.36 mm，
密度 ρs = 1.39× 103 kg/m3）を用いた．
球は，図 5のような，自由表面の中心に設置したガイド

パイプから放出した．ガイドパイプの下端は液面下 12 mm

の位置にあり，球は重力により初速度ゼロで落下を開始し，
流体中を沈降する．球中心をとおる断面内にレーザシート
を照射して，断面内の球まわりの流れ場を PIVによって算
出した．
ガイドパイプ下端を原点として鉛直下向きに y軸をとり，

球の沈降速度 U(ti)を，次式の中心差分 10)によって求めた．

U(ti) =
2yi+2 + yi+1 − yi−1 − 2yi−2

10∆t
(32)

ここで，∆tは撮影時間間隔，yi = y(ti)は二値化した画像か
ら求めた時刻 ti における球の図心の y座標である．式 (32)

は，5 時刻の球中心の座標を二次関数で最小二乗近似した
曲線の，中心時刻 ti での接線の傾きを表している 11)．粘弾
性マッハ数は，球沈降速度 U とせん断波の伝播速度 cの比
によって，M = U/cと定義される．

４. 結果および考察
４.１ 平面波の伝播速度

5 mMの溶液中で平板から発生したせん断波の瞬時渦度
分布を図 6に示す．赤色は平板の運動開始時に発生した反
時計回りの渦度で，青色は運動停止時に発生した時計回り
の渦度である．渦度のスケールは，渦度 ζ を容器幅 Lと平
板の速度 U によって，ζ∗ = (L/U)ζ のように無次元化して
示している．右側の移動平板から発生した渦度の波は，平

(a) (b)

5 mM 5 mM

t = 2 s t = 3 s

0.50-0.5
omega* Vorticity

CW CCW

図 6 平板から発生した平面波の瞬時渦度分布（5 mM，平
板が運動を開始した時刻を t = 0とする）(a) t = 2 s　 (b)

t = 3 s

0.50-0.5
omega* Vorticity

CW CCW
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図 7 平面波の伝播の時空間画像（図 6 (a) の水色の枠で囲っ
た領域をフレーム番号順に並べて作成）(a) 5 mM（1秒後
に板の運動を停止） (b) 3 mM（0.5秒後に板の運動を停止）

面波の状態を保ちながら左向きに伝播し，向かい合う壁面
に到達する前に減衰して反射波は見られなかった．
図 6 (a) の水色の枠で囲った領域をフレーム番号順に縦

に並べて作成した時空間画像を図 7に示す．渦度のピーク
位置が一定速度で伝播しているのがわかる．また，3 mM

の溶液では減衰が顕著である．図 7の渦度ピーク位置の軌
跡から測定したせん断波の伝播速度は，3 mMの溶液では
c = 8.4 mm/s，5 mMの溶液では c = 11.5 mm/sとなった．

４.２ 球沈降速度の履歴
図 8は，3 mMの溶液中におけるポリスチレン球の沈降

速度の履歴を球の位置に対して表したものである．横軸は，
ガイドパイプ下端からの沈降距離 y を球直径 dで無次元化
している．また，この溶液のせん断速度の大きさを図中に
示している．
ガイドパイプ下端で球が沈降を開始した直後に速度のオー

バーシュートが見られ，その後，球はせん断波の伝播速度
よりも大きい速度を維持しながら沈降していく．球の沈降
速度には変動が見られるが，図中の点 Aと点 Bではほぼ一
定の沈降速度が続いており，定常状態とみなせる．点 Aお
よび点 B における粘弾性マッハ数は，それぞれ M = 1.4,

M = 1.5である．
４.３ マッハコーンの構造
図 8の点 Bにおける球まわりの速度場と渦度場を図 9に

示す．図 9 (a)では，速度ベクトルの向きを色相で表してい
る．図 9 (b) の渦度場の等高線において，渦度の正負は赤
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図 9 沈降球まわりのマッハコーン（M = 1.5，ポリスチレン球，3 mM，図 8の Bに対応）(a) 速度ベクトル場（流れの方向を
色相で表示）(b)渦度場（赤：反時計回り，青：時計回り）
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図 8 球沈降速度の履歴（ポリスチレン球，3 mM）
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図 10 波面における速度の変化（速度ベクトル場と渦度場を
重ねて表示）

（反時計回り）と青（時計回り）の色に対応し，渦度の大き
さを色の濃さで表している．また渦度のスケールは，渦度 ζ

を球直径 dと球沈降速度 U によって，ζ∗ = (d/U)ζ のよう
に無次元化して示している．図 9では，球の位置に頂点を
もつマッハコーンが形成されているようすがはっきりわか
り，速度場よりも渦度場の分布において，その形状をより
容易に確認できる．速度場とは対照的に，渦度場では，マッ
ハコーンの前方は乱されていない領域（zone of silence）と
なっているのがわかる．すなわち，球表面で発生した渦度
はマッハコーンの外側には伝わっていない．球の下方に球の
沈降によって押しのけられた流れの領域が見られるが，こ
こでは渦度自体は乱されていないので，渦なしの流れと考
えられる．渦度の波は音波とは異なり分散性の波であるが，
本研究の PIVの空間解像度では，分散の影響は明確には観
察されていない．
マッハコーンの波面を境にして，図 10に示すような速度

の不連続が見られた．図 10のように，流れの速さを q，波面
に垂直な速度成分を u，平行な成分を vとし，波面の上流側
の状態を添字 1，下流側の状態を添字 2で表す．波面の上流
側では左に向いた速さ q1 の流れが見られ，波面の下流側で
は下に向いた速さ q2 の流れが見られる．このような流れが
波面を境にして一様に続いているとすれば，波面に垂直な
速度成分は連続の式より不変に保たれるから，u1 = u2 = u

である．このとき，波面に平行な速度成分 v1, v2は，せん断
流れとなっている．すなわち波面における流体粒子は，球
によって誘起された渦度と同じ向きのせん断を受けている．
波面における速度ベクトルの向きの不連続は，図 9 (a) に
おいて色の不連続面として確認できる．
図 9の渦度場には，球の位置に頂点をもつ先頭のマッハ

コーンの背後に，渦度の符号が反対の頂角がほぼ等しい弱
いマッハコーンが形成されているのを確認できる．速度場
と渦度場のようすから，先頭のマッハコーンでは，流体粒
子は落下する球によって誘起された渦度と同じ向きのせん
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図 11 球まわりのマッハコーンの構造

M = 0.7 M = 1.2 M = 3.1

図 12 球まわりの渦度分布の粘弾性マッハ数による変化
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図 13 マッハコーンの半頂角と沈降速度の関係

断を受けており，背後のマッハコーンでは，流体粒子はそれ
と逆向きのせん断を受けていることがわかる．渦度の符号
が反対の背後の弱いマッハコーンは，最初のマッハコーン
で受けたせん断変形の緩和によって引き起こされると考え
られる．先頭のマッハコーンと背後のマッハコーンの構造
を模式的に図 11に示す．
４.４ マッハ角
図 12に，さまざまなマッハ数で観察された球まわりの渦

度分布のようすを示す．M = 0.7の流れでは，球表面で発
生した渦度が球のまわりに集中しており，渦度の波の包絡
線としてのマッハコーンの形成は見られない．球の前後で
は，波源の移動に伴う渦度分布の非対称性がわずかに見ら
れる．M = 1.2とM = 3.1の流れでは，M = 0.7の場合と
は渦度の分布のようすが一変し，明瞭なマッハコーンを観
察することができ，マッハ数が高いほどマッハコーンの半
頂角 µは小さくなっている．
マッハコーンの半頂角すなわちマッハ角 µ は粘弾性マッ

ハ数M によって決まり，

M =
1

sinµ
(33)

の関係がある．図 13は，3 mMの溶液中にポリスチレン球
を沈降させた場合と，5 mMの溶液中に POM球を沈降させ
た場合に観測された球沈降速度 U と 1/ sinµの関係である．
希薄溶液中では過去に落下した球の履歴が沈降速度に影響
するため 12)，同じ種類の溶液でも，沈降回数によって図 13

に示したように沈降速度の異なる結果が得られる．式 (33)

の関係を満足していれば，傾き 1/cの原点をとおる直線と
なる．それぞれの溶液のせん断波の伝播速度を表す直線と
比べると，実測値とおおよその一致が見られたが，ばらつ
きがやや大きい．波が伝播するにつれて減衰することが，せ
ん断波の伝播速度やマッハ角の計測誤差につながったため
と考えられる．

５. 結言
粘弾性流体中で形成されるマッハコーンを，PIV計測を

用いて実験的に調べた．ひも状ミセル水溶液中をせん断波
の伝播速度より大きな速度で沈降する球によって，マッハ
コーンが形成された．マッハコーンは渦度場において見ら
れ，複数のマッハコーンからなる構造が観察された．先頭
のマッハコーンでは，流体粒子は球によって誘起される向
きのせん断を受け，背後の弱いマッハコーンでは，逆向きの
せん断を伴って緩和する．ここで得られた結果は，粘弾性
流体の複雑な流動現象を明らかにしていく上での，粘弾性
マッハ数の重要性を示唆している．
今後は，マッハコーン形成による抗力への影響を調べる

計画である．
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