
第46回流体力学講演会/第32回航空宇宙数値シミュレーション技術シンポジウム論文集 157

超臨界圧条件下における遷臨界乱流境界層の高精度シミュレーション
河合宗司（宇宙航空研究開発機構 宇宙科学研究所）

High-fidelity numerical simulation of transcritical turbulent boundary layers at supercritical pressures

Soshi Kawai (ISAS/JAXA)

Key Words: direct numerical simulation, supercritical flow, transcritical state, turbulent boundary layer

Abstract
This paper proposes a numerical strategy that is robust and high-order accurate for enabling to simulate trans-
critical turbulent boundary layers at supercritical pressures. The method is based on introducing artificial density
diffusion in a physically-consistent manner in order to capture the transcritical thermodynamic jump robustly,
while solving a pressure evolution equation to achieve pressure equilibrium. The unique thermodynamic and
transport properties (real fluid effects) are tabulated by using NIST database, and the tabulated look-up table is
used to estimate accurate thermodynamic and transport properties in the simulation. Direct numerical simula-
tion of transcritical turbulent boundary layers at supercritical pressures is conducted, and unique and interesting
interactions between the real fluid effects and wall turbulence and its turbulent statistics are reported.

1. Introduction

液体ロケットエンジン開発において，燃焼室の再生
冷却技術の確立やその予測技術の向上は，信頼で
きるエンジンを設計する上での重要課題の一つで
ある．この再生冷却流路内の極低温水素は，超臨界
圧条件下 (パラ水素の臨界圧は pc = 1.28377MPa)

にあり，非理想性が強い超臨界流体としての特性を
持っている (図 1)．また流路内は発達した乱流境界
層となっており，「超臨界流体における乱流境界層」
の予測技術は重要な研究テーマとなる．その他にも
超臨界流体の応用例として，超臨界流体を作動流体
とする高効率化を図った超臨界蒸気タービンやヒー
トポンプの冷媒等が挙げられ，これらについても液
体ロケットエンジン同様に「超臨界流体における乱
流境界層」の予測は重要なテーマとなる．
この超臨界流体の特徴的な振る舞いとして，圧力

一定の条件下で定圧比熱 cpが最大となる擬臨界温
度 (Tpc: 図 1中の赤点線)をまたいで界面流体のよ
うに熱力学物性や輸送係数が急激に変化する，すな
わち理想流体から大きく逸脱することが挙げられ
る．この擬臨界温度をまたぐ条件を本研究では遷臨
界条件と呼び，この遷臨界条件を乱流境界層内に有
する境界層を遷臨界乱流境界層と呼ぶことにする
(図 1中の青矢印)．図 2は，超臨界圧条件下におけ
るパラ水素の密度と cpの温度依存性を示したもの
であり，この擬臨界温度をまたいで，cp や比熱比
γは急激に上昇する一方，密度や熱伝導係数，動粘
性係数は急激に減少する．
この「超臨界流体における乱流境界層」における

工学的興味は，乱流熱伝達特性や摩擦応力特性とな
るが，興味深い事に，このような工学的諸量につい
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Figure 1: Pseudo-critical temperature and trans-

critical condition on a phase diagram.
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Figure 2: Variable thermophysical properties for

para-hydrogen. p = 1.2858MPa (Black); 1.5MPa

(red); 2.0MPa (blue); 4.0MPa (green).

ても，擬臨界温度をまたいで大きく変化することが
実験的に示されている．しかし，高圧環境下での実
験計測では，境界層内の速度や温度，乱流統計量分
布の計測は非常に困難であり，壁面での乱流熱伝達
特性を流体現象として理解するためには，乱流境界
層の速度や温度，乱流統計量，また非線形な振る舞
いをする熱力学物性と乱流との相互干渉現象の詳細
な理解が急務となる．
信頼できる境界層内の速度や温度，乱流統計量

データが存在しない「超臨界流体における乱流境
界層」の現状を考えると，直接数値計算 (DNS)は，
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非常に魅力的である．しかし現状，「超臨界流体に
おける乱流境界層」，その中でも乱流熱伝達特性や
摩擦応力特性という観点から特に重要となる遷臨界
乱流境界層について，最もシンプルな遷臨界平板乱
流境界層のDNSや LESであっても，驚くことに著
者の知る限り報告例は存在しない．これは遷臨界条
件での急激な熱力学物性変化により，数値振動がお
き計算がしばしば不安定となるからだと本研究結果
より推測する (第 3章にその実例を示す)．
このような現状の中，本研究では超臨界流体にお

ける遷臨界平板乱流境界層をターゲットとし，高次
精度空間差分法 (6次精度コンパクト差分法) を用
いた超臨界流体計算手法を確立し，圧縮性Navier-

Stokes 方程式の直接数値解析 (DNS) を実施する．
本 DNSは，著者の知る限り世界で初めての遷臨界
平板乱流境界層解析であり，本研究で詳細な乱流統
計量を提供し，非線形な振る舞いをする熱力学物性
と乱流との相互干渉現象を詳細に解析する．解析対
象とする計算条件領域は，図 1中の青点線で囲ま
れた，超臨界流体特有の振る舞いにより理想流体か
ら大きく逸脱する超臨界圧条件下における擬臨界温
度をまたいだ遷臨界条件である．

2. Challenges in transcritical simulations

保存型の圧縮性流体方程式を用いて急激な熱力学
物性変化を伴う “界面”を数値的に捕獲すると，界
面の物理的条件 (速度平衡や圧力平衡)を乱す非物
理的な数値振動が発生する [1]．本研究で行う遷臨
界条件での超臨界流体解析でも同様の現象が発生し
(後に示す)，計算の不安定化や数値振動が乱流に干
渉してしまうため，この非物理的な数値振動を起こ
さない計算法の確立が不可欠となる．以下では，ま
ず数値振動を起こさず，速度・圧力平衡を保つこと
を可能とする数値解析法について 2.1.節および 2.2.

節で述べ，その後，非理想性が強い超臨界流体の熱
力学物性や輸送係数の取り扱いを 2.3.節で述べる．
また 2.4.節では本提案手法のまとめを記す．

2.1. Velocity equilibrium

本研究では，圧縮性Navier-Stokes方程式の直接数
値解析 (DNS)を行う．この際，用いる密度および
運動量の支配方程式は以下となる．

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (1)

∂ρu

∂t
+∇ · (ρu⊗ u+ pδ

¯
− τ

¯
) = 0. (2)

ここで，τ
¯
は粘性応力テンソルである．

遷臨界条件では，急激な熱力学物性変化により
(図 2)，わずかな温度変化により密度が 10倍以上
も急激に変化する．本研究では，この “界面”のよ
うな遷臨界条件での急激な密度変化を数値的に安定
に捕獲するため，密度の式の右辺に数値的な密度拡
散項，∇ · (Aρ)を付加する [2, 3]．ここで，

Aρ = χart∇ρ, χart = Cχ
cs
ρ

∣∣∣∣∣
3∑

l=1

∂4ρ

∂ξ4l
Δξ4l Δl,χ

∣∣∣∣∣, (3)

であり，Cχは無次元定数であり (詳細は第 46回流
体力学講演会論文集を参照)，他の表記に関しては
Kawai [3](Appendix B.) を参照頂きたい．本密度
拡散項は，LAD法 [4, 5]と同様に，高階微分とガ
ウシアンフィルター (スムージング)による定式化
を用いることで，本密度拡散項は密度の数値的な不
連続面で自動的にアクティブになり，その他の領域
では Aρ ≈ 0となるよう設計されている．
ここで注意すべき点は，著者等が示してきたよう

に [2, 3]，何も考えずにこの密度拡散項を導入する
と物理的な速度平衡を保てず，非物理的な振動が発
生してしまうことである．簡単のため 1次元非粘性
流体を考え，n時間ステップ時に速度・圧力は一定
とすると，n+1ステップ時の密度と運動量は以下
のように求められる．

ρn+1 = ρn − Δt

Δx
DL,i [ρu−Aρ] (4)

(ρu)
n+1

= (ρu)
n − Δt

Δx
uDL,i [ρu] . (5)

DL,i は，任意の精度を持つ線形スキームを示して
いる．ここで，運動量の式の右辺に∇· (AρU)を付
加すると，密度と運動量の式から un+1 = un を導
くことができる．すなわち首尾一貫した項を運動量
の式に付加することで，速度平衡を保つ事が可能な
ことを示している [2, 3]．本研究では密度拡散項を
付加しつつ速度平衡を維持する，本手法を用いる．

2.2. Pressure equilibrium

圧力平衡の維持に関しては，代表的な手法として
エネルギーの式を解かずに，理想流体で 1/(γ − 1)

の移流方程式を解く方法 [1]や非保存型の質量分率
を解く方法，圧力の時間発展方程式を解く方法 [6]

等が提案されている．多成分流体では γ の移流を
解く方法が広く使われているが，本研究で取り扱う
超臨界流体では，状態方程式の定式化が困難なため
(次節でも示す)，これらの手法を用いることは困難
である．そこで本研究では，より一般的な状態方程

2.   Challenges in transcritical simulations
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式に対しても圧力平衡を満たすことが可能な，エネ
ルギーの式の代わりに圧力の時間発展方程式を解く
方法を用いる．
本研究で対象とする単成分流体の圧力の時間発展

方程式は，圧力を一般的に p = f(ρ, e)(eは内部エ
ネルギー)と記述して，その対流微分をとることで
導出できる．非粘性流れに関しては参考文献 [6, 7]

に，粘性流れについては参考文献 [8]で導出されて
いる．用いる粘性流れに対する圧力の時間発展方程
式は，

∂p

∂t
+ u · ∇p+ ρc2s∇ · u

− αp

cvβt

[
1

ρ
{τ
¯
: τ
¯
∇⊗ u−∇ · q}

]
= 0. (6)

ここで qは熱流束ベクトルである．また cv は定積
比熱，αpは熱膨張率，βtは等温圧縮率，csは音速
である．式 (6)からも明らかなように，非粘性流体
では，あるタイムステップnにおいて速度平衡・圧
力平衡が満たされていれば，pn+1 = pnとなり，ど
のような状態方程式でも，また本研究のようにデー
タベース参照を行う場合であっても，圧力平衡を満
足できる．ここで示した圧力の時間発展方程式 (6)

と参考文献 [8]中の圧力の式 (式 30)では，粘性拡
散項の形が異なっているが，正しくは本式 (6)であ
ることに注意されたい [9]．

2.3. Real fluid effects

超臨界流体，特に遷臨界流体では，状態方程式や熱
力学物性のモデル化 (非理想性のモデル化)も数値
スキームと並んで非常に重要な要素となる．液体
ロケットエンジン関連では 3次型状態方程式とし
て知られる Soave-Redlich-Kwong (SRK)や Peng-

Robinson (PR) 状態方程式モデルが良く用いられ
ているように思われる．また粘性係数や拡散係数で
は，Chung et al. や Ely and Hanley のモデルが，
現状良いモデルと見なされている．
図 3は，圧力 4MPa下のパラ水素における，SRK

状態方程式モデル+Chung et al.輸送係数モデル，
NISTデータをテーブル化し，そのテーブル参照を
行う方法およびNISTデータベースとの，熱力学物
性や輸送係数の温度依存性を比較している．本研究
でターゲットとしてる遷臨界条件では SRKモデル
や Chung et al.のモデルの精度がかなり悪いこと
が分かる．本研究では，既存モデルの擬臨界温度付
近での精度の悪化を考慮し，事前にテーブル化した
NISTデータを計算内でテーブル参照する方法 (図
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Figure 3: Variable thermophysic and transport

properties for para-hydrogen at p = 4.0MPa. cir-

cles, NIST data; blue, tabulated look-up method;

red, SRK EoS with Chung’s transport coefficients.

3中の青線の方法)を採用する．具体的には，支配
方程式 (1), (6)により得られる ρおよび p を引数
とし，テーブル参照することで，計算中で使用する
T , cv, cs, αp, βt, μ, κ等の熱力学物性や輸送係数
を算出する方法を用いる．

2.4. Summary of the propsoed approach
本研究で提案する超臨界圧条件下における遷臨界
乱流境界層の高精度シミュレーションを可能とする
手法は，支配方程式として，圧縮性流体に対する保
存型の連続の式および運動量の式，および圧力の時
間発展方程式を用い，遷臨界条件特有の大きな密度
ジャンプを数値的に安定に捕獲し，かつ速度平衡を
保つ 2.1.節で示した人工密度拡散項を導入する:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = ∇ · (Aρ) , (7)

∂ρu

∂t
+∇ · (ρu⊗ u+ pδ

¯
− τ

¯
) = ∇ · (AρU) . (8)

∂p

∂t
+ u · ∇p+ ρc2s∇ · u

− αp

cvβt

[
1

ρ
{τ
¯
: ∇⊗ u−∇ · q}

]
= 0. (9)

また支配方程式から得られる ρ および p を元に，
NISTデータのテーブル参照を行い，計算で使用す
る T , cv, cs, αp, βt, μ, κを算出する．
支配方程式の空間離散化には 6次精度コンパク

ト差分法を用い，時間積分法には陽解法である 3階
3次精度の TVD Runge-Kutta法を用いる．また計
算安定化のため，8次精度の low-passフィルターを
用いる (αf = 0.495)．遷臨界乱流境界層の DNS解
析における時間刻み幅は dt ∗ cs,∞/δ0 = 0.0004と
し，最大の CFL数はおおよそ 0.7である．

This document is provided by JAXA.



宇宙航空研究開発機構特別資料　JAXA-SP-14-010160

3. Capability for transcritical flows

本章では，遷臨界乱流境界層の DNS解析を議論す
る前に，遷臨界条件下での 1 次元非粘性移流問題
を考え，本手法の有効性を示す．遷臨界乱流境界層
解析と同様の超臨界圧パラ水素を対象とし，圧力
p =2MPaおよび 4MPaの 2ケースについて，速度
u = 0.25として，計算領域 0 ≤ x < 1に対して，密
度を 0.25 ≤ x ≤ 0.75の領域では ρ = 70[kg/m3]，
その他の領域ではそれぞれ ρ =5および 10[kg/m3]

とする．温度はそれぞれの領域で p = 2MPaでは
T ≈23.2および 97.4[K]，p = 4MPaでは T ≈25.6

および 97.2[K]となり，擬臨界温度をまたいだ遷臨
界条件となる．格子点数は計算領域に対して 200点
(Δx = 0.005)とし，周期境界条件を用いた．
図 4は p = 4MPaのケースにおける，第 2章で

示した本研究での提案手法，および圧力の時間発
展方程式 (9)に代わって，エネルギーの式を解いた
ケース，またそれらと厳密解との比較を示してい
る．2.2.節で述べたように，エネルギーの式を用い
ることにより，密度・温度界面での圧力平衡が保て
ず，圧力に非物理的な振動が発生する．またその影
響により他の密度や温度，速度まで非物理的な振動
が発生している (図 4中赤線)．一方，本提案手法
(青線)を用いることで，遷臨界条件特有の大きな密
度ジャンプを数値的に安定に捕獲し，かつ速度・圧
力平衡を満たすことが可能となる．またここでは示
さないが，p = 2MPaのケースでも本提案手法は同
様に良い結果を示した．一方で，エネルギーの式を
用いる手法では，非物理的な振動により計算が発散
したことを言及しておく．このように，本手法は遷
臨界条件下における超臨界流体の高精度シミュレー
ションに非常に有効であることが分かる．
このエネルギーの式を用いることによる圧力の

非物理的な振動は，本研究対象である遷臨界乱流境
界層解析でも確認されている．詳細は省略するが，
図 5は加熱壁面により加熱され，境界層内で擬臨界
温度をまたぐ超臨界圧パラ水素の遷臨界乱流境界層
であり，y+ ≈ 20の壁面に並行な面における圧力と
温度を示している．本提案手法は，圧力振動も無く
遷臨界乱流境界層を計算できているのに対し，従来
のエネルギーの式を解く手法では，擬臨界温度をま
たぐ遷臨界界面で比較的強い非物理的な圧力振動が
発生し，またこの圧力振動により非物理的な速度擾
乱が発生することも確認した．
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Figure 4: 1D transcritical interface advection in

uniform flow at t = 4 with Cχ = 0.1. Black, ex-

act; blue, present method; red, total-energy-based

method (solving Eqs. 7,8, and total energy equa-

tion with tabulated NIST look-up method).

(a) Present method (b) Energy-based solver

Figure 5: Proposed method and conventional

total-energy-based solver on a heated transcriti-

cal turbulent boundary layer. Pressure contours

(3.8 × 106 ≤ p ≤ 4.5 × 106 [MPa]) (on top) and

temperature contours (25 ≤ T ≤ 50 [K]) (on bot-

tom) in wall-parallel plane at y+ ≈ 20.

4. Transcritical turbulent boundary layers

本章では，以上で構築した超臨界圧条件下におけ
る遷臨界流体の高精度シミュレーションを可能と
する手法 (2.4.節参照)を用いた，超臨界圧パラ水
素の遷臨界乱流境界層の直接数値計算 (DNS)につ
いて議論する．計算条件は，流入の超臨界圧パラ
水素の温度を T∞ = 25K < Tpc とし，壁面温度を
Tw = Theat = 100および 200K > Tpc と設定する
高温壁により加熱する完全発達した乱流境界層と
する．T∞ < Tpc < Tw 条件より，発達した乱流境
界層内部で擬臨界温度をまたいだ遷臨界条件の解
析となる．圧力は超臨界圧である p =4MPaおよび
2MPa> pc(= 1.28377MPa)とし，一様流マッハ数
をM∞ = 0.3とした．
本 DNS では，図 6 に示すように，非加熱壁を

3.   Capability for transcritical fl ows

4.   Transcritical turbulent boundary layers
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Rescale-reintroduction

Extract for inflow

10δ0

25δ0

15δ0

12δ0

Unheated wall Tw=T
5δ0

Heated wall Tw=Theat

Figure 6: Direct numerical simulation of tran-

scritical heated para-hydrogen turbulent bound-

ary layer under supercritical pressure conditions.

Mach number contours in side, cross, and wall-

parallel (at y+ ≈ 20) planes.

持ち発達した Tw = T∞ = 25Kの超臨界乱流境界
層を計算し，加熱壁を持つ計算領域の流入境界条
件を作る領域 (図 6左)，および加熱壁 Tw = Theat

を持つ遷臨界乱流境界層計算領域 (図 6右)，の 2

つの計算領域を並行して実施する．加熱壁を持つ
遷臨界乱流境界層の領域では，0 ≤ x/δ0 < 5では
非加熱壁 Tw = T∞ とし，5 ≤ x/δ0 では加熱壁条
件 Tw = Theatとする (ここで δ0はおおよそ遷臨界
乱流境界層DNS領域における流入位置での 99%境
界層厚さ)．計算領域は流れ方向 (x)に，流入条件
計算用領域では 15δ0，遷臨界乱流境界層領域では
30δ0 とした (下流には大きなバッファ層を設置し，
境界からの反射を防いでいる)．また両計算領域共
に，壁面垂直方向 (y)に 10δ0(そのうち y方向遠方
境界 6.6δ0 はバッファ層)，スパン方向 (z) 領域は
6δ0とした．スパン方向は周期境界条件を用い，壁
面境界条件は non-slip，壁面垂直方向に圧力勾配無
し条件を課し，壁温度を Tw に設定する．
加熱壁面を持つ計算領域の流入境界 (非加熱壁

Tw = T∞ 計算領域の x/δ0 = 10 位置) に基づく
レイノルズ数は Reθ = ρ∞U∞θ0

μ∞
≈ 1, 000，Reτ =

ρwuτδ0
μw

≈ 400である (uτ =
√
τw/ρw)．ここで注目

すべきは，Reθ の値に対してReτ が比較的高い値
となることである．これは超臨界流体の非理想性の
ため，擬臨界温度付近で動粘性係数 ν = μ/ρが最
小となるためであり，Tw = T∞ < Tpc である非加
熱壁条件では，加熱壁条件 Tw = Theat部よりも高
レイノルズ数となる．
図 6に示す，超臨界圧パラ水素の加熱壁面を有

する遷臨界乱流境界層のDNSでは，4.1.節で解析
した格子解像度による影響より，本 DNS解析で用
いた格子解像度は，最も条件の厳しい (最もレイ
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Figure 7: Turbulent statistics at p = 4MPa.

Tw = 25K (black); Tw = 100K (blue); Tw =

200K (red); circles in (a), incompressible ideal-

fluid DNS by Spalart at Reθ = 1, 410 [10]; thin

gray line in (a), U+
vd = 1/0.41 log(y+) + 5.2.

ノルズ数の高い)Tw = T∞ = 25K 条件において，
Δx+ = Δz+ ≈ 7.3, Δy+ ≈ 0.23 − 7.3である．流
入条件計算用領域および遷臨界乱流境界層領域の
格子点数は，それぞれ (Nx, Ny, Nz) = (791, 191,

301)および (1581, 191, 301)であり，総格子点数は
約 1億 4千万点となる．ページ数の制約上，格子解
像度の影響やスパン方向計算領域の影響については
割愛するが，本格子解像度で乱流統計量の格子収束
性が得られており，また本研究で用いているスパン
方向計算領域が十分であることは確認している (詳
細は流体力学講演会論文集を参照)．

圧力 p = 4MPa における遷臨界乱流境界層の
DNSで得られた乱流統計量を図 7に示す．データは
遷臨界乱流境界層計算領域の x = 25δ0位置におけ
る統計量であり，その位置において，Tw = 100K

のケースでは Reθ ≈ 1, 500，Reτ ≈ 365 であり，
Tw = 200KのケースではReθ ≈ 1, 600，Reτ ≈ 150

となっている．Tw = T∞ = 25K のデータは，非
加熱壁計算領域の x = 10δ0 位置 (Reθ ≈ 1, 000，
Reτ ≈ 400)のデータである．

興味深いことに，境界層内部で遷臨界条件による
急激な密度変化を持つ本DNSでも，Van Driestの
密度加重変換を用いることで，平均速度分布は同じ
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(a) Temperature: 25 ≤ T [K] ≤ 80

(b) Density flctuation: −0.5 ≤ ρ′/ρ∞ ≤ 0.5

(c) Reynolds stress: −0.008 ≤ −˜u′′v′′/U2
∞ ≤ 0.018

Figure 8: Instantaneous snapshots of heated tran-

scritical boundary layers in wall-parallel plane at

y/δ ≈ 0.12 under p = 4MPa and Tw = 200K.

対数則にのることが分かる．また加熱壁温度の上昇
に伴い，局所レイノルズ数Reτ が減少することか
ら，対数域が狭くなっていく様子も見て取れる．
T̃ ′′(ここでは示さないが ũ′′も)は壁面近傍で最大

値を取るのに対し，興味深いことに密度変動は壁面
からやや離れた位置で最大となる．これは遷臨界流
体特有の現象である．p = 4MPaにおける擬臨界温
度は Tpc ≈ 43Kであるが，Tw = 100Kの加熱壁面
では y/δ ≈ 0.075で T̃ ≈ Tpc となり，Tw = 200K

では y/δ ≈ 0.24で T̃ ≈ Tpcとなる．この Tpc を挟
んで熱力学物性が急激に変化することから，おおよ
そ T̃ ≈ Tpcとなる付近で密度変動が大きくなる．ま
た加熱壁面を持つ境界層内の遷臨界条件付近では，
全てのレイノルズ応力が急激に減少しており，その
影響から−˜u′′v′′は通常の理想流体の乱流境界層で
は見られない遷臨界乱流境界層特有のピークが壁面
近傍に現れる点も非常に興味深い．
図 8は，p = 4MPa，Tw = 200K のケースにお

いて，密度変動が最大となる y/δ ≈ 0.12位置での
壁面に平行な断面における瞬間の流れ場である．加
熱壁面により温度が Tpcをまたぐ流れ方向位置辺り
で，瞬間の密度変動も大きくなっていることが分か
る．またその付近より，瞬間のレイノルズ剪断応力
も減少している様子が見て取れる．紙面の制約上，
圧力 p = 2MPaのDNS結果については示さないが，
定性的な傾向は p = 4MPaの結果と同様である．

5. Conclusions

本研究では，超臨界圧条件下における遷臨界乱流
境界層の高精度シミュレーションを可能とする手法

を提案し，遷臨界乱流境界層の DNS解析を実施し
た．著者の知る限り，(LESも含めても)本DNSが
世界で初めての遷臨界平板乱流境界層解析である．
ページ数の都合上，簡単にではあるが，通常の理想
流体乱流境界層では見られない，遷臨界乱流境界層
特有の熱力学物性と乱流との興味深い相互干渉現象
や特異な乱流統計量を示した．
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