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微量物質の中間圏，成層圏における混合，拡散の数値計算

その 1 微量物質の混合および分子拡散の基礎方程式系

西　村　英　明

Numerical analysis of mixing and diffusion of particles
in the mesosphere and in the stratosphere

1. Basic system of equations on mixing of particles
and diffusion of molecules

Numerische Untersuchungen über Mischung und Diffusion der
kleinen Körper in der Mesosphäre und in der Stratosphäre

1. Grundlegende Gleichungssysteme über Mischung der Teilchen
und Diffusion of Moleküle

Hideaki NISHIMURA

ABSTRACT

Basic system of equations of mixing and diffusion of particles, i.e, equations of motion, energy equation,
continuity equation and equations of mixing of particles are derived in the rotational coordinate system, in
order to analyze mixing of the molecules in the stratosphere, particularly in the mesosphere. Taking into con-
sideration the character of the tensor of equations, the equations are given in the form of the curvilinear coor-
dinate system, and then transformed into the spherical coordinate system.

Keywords: equations of mixing of particles, rotational coordinate system, atmospheric mixing, stratospheric
atmosphere

Überblick

Es handelt sich bei dieser Abhandlung um die Grundgleichungs systeme über Mischung und Diffusion der
kleinen Körper. d. h. Bewegungsgleichungen, Energiegleichung, Kontinuitätsgleichung und Gleichungen über
Mischung der kleinen Körper, um die Phänomene der Mischung in der Stratosphäre besonders in der
Mesosphare untersuchen zu können. Zuerst wurden die Gleichungen in Form des Krummlinigen Koordi-
natensystems erhalten, dann in das sphärische Koordinatensystem transformiert, während die Eigenschaften
von Tensoren des Gleichungssystems in Batracht gezogen wurden.

Schlusselwort: Gleichngssystem von Mischung der kleinen Körper, rotierendes Koordinatensystem, atomo-
sphärische Mischung, stratosphärische Atomosphäre

＊　　平成９年３月 12日受付（received 12 March 1997）
＊＊　原動機部
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本文中に用いられる各変数の意味を以下に示す。

p ：圧　力
s ：エントロピ―
T ：温　度
c ：濃　度
ni：物質成分 iの粒子数
mi：物質成分 iの分子量
ı ：流体の密度
v(v i)：流体の速度(速度成分)
◊ ：熱伝導度
vˆ：内部摩擦によるエネルギ‐流束
ˆ ：内部摩擦によるエネルギー
q ：熱流束（－ ◊ gradT)
Ò ：化学ポテンシアル
È ：単位質量あたりの内部エネルギー　
w ：単位質量あたりのエンタルピー

i ：拡散流束密度(拡散により単位時間に単位面積を通
過する成分の量)

：二種以上の物質成分の場合の化学

ポテンシアル

：運動流束でテンソル量

一般曲線座標表示において，デカルト座標（直交直線

座標）系では，変数 yと指標（Ï, Ç, Î, Ë, È）を使い一般曲
線座標系では変数 xと指標（i, j, k, l, m, n）系または，（a,
b, c, d, e）系を使うものとする。

：テンソル量ではない。

：テンソル量である。

：テンソル量である。

：テンソル量ではない。

Óはスカラ―量である。

回転座標系におけるベクトル

絶対座標系（記号 *）
r*：分子点の位置ベクトル
r*0：相対座標系の原点の位置ベクトル
g*Ï：分子点（x* i）における基底ベクトル

相対座標系（記号’）

r′ ：分子点の位置ベクトル

g ′i ：分子点（x′ i）における共変基底ベクトル

g′ i：分子点（x′ i）における反変基底ベクトル

e ′Ï：直交座標の基底ベクトル

回転座標系

r ：分子点の位置ベクトル
gi ：分子点（x′ i）における共変基底ベクトル

gi ：分子点（x′ i）における反変基底ベクトル

eÏ：直交座標の基底ベクトル

とする。

1）緒　言

大気循環の研究は民間航空機などによる計測，実験室

での研究，また現地，遠隔操作による化学的，力学的，

放射過程等の計測，解析によって行われている。しかし

現在のところ計測の困難さ，不確実さなどから大型電子

計算機によるシミュレ―ションに重点が置かれている。

上層大気中，特に中間圏は光化学モデルとしては，非常

に複雑であり，下層では対流，上層では上昇流の強い領

域では渦拡散現象が，乱圏界面（110 km）以上では分子
拡散現象が支配的に生じていることなどが報告されてい

る。渦拡散の統計理論については現在も盛んに研究が行

われている。一方，分子拡散から類推した微量物質の輸

送が濃度勾配に比例するとした取り扱いによって拡散を

シミュレ―トする方法も研究されている。また，拡散を

扱う方法にはランダムウオ―ク理論によるモンテカルロ

法も有効である。これにより微分方程式による拡散では

扱えない現象が記述できる。また中間圏のデ‐タは，最

Ói = Ó, i = ∂Ó
∂xi

vij = ∂vi
∂x j – k

ij vk ≡ vi, j – k
i j vk = vljgi l

vij = ∂vi

∂x j + i
jk vk ≡ vi, j+ i

jk vk = vilg j l

vi, j = ∂vi

∂x j

ˆÏ Î = ≈ ∂¯Ï

∂yÎ + ∂vÎ

∂yÏ – 2
3 Ë ÏÎ

∂vË

∂yË + ˝Ë ÏÎ
∂¯Ë

∂yË

Ò i mix = Ò i
m i

– Ò N
m N

w = p
ı , dw = C p dT

dÈ = Cυdt
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概　　　　　要

大気中における物質の混合，分子拡散の数値解析を行うためにその基礎となる方程式系，すなわち運動方

程式，エネルギ―式，連続式，拡散方程式等を導き，それらの方程式の回転座標系表示をした。そのさい，

各運動方程式がテンソル量であることを利用して一般曲線座標表示式を導き曲面座標表示式を導いた。
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も注目される対流圏での現象に決定的に影響を与える成

層圏の上限における境界条件として使用され，そこに分

布している微量物質，たとえば，ozone，NOx，CO2，エ

ーロゾル，水蒸気等の拡散現象は非常に重要である。そ

こで中間圏，成層圏における混合物質の拡散に注目して，

運動方程式，エネルギ―式および混合，拡散方程式を導

き拡散現象を数値解析的に求めることが必要である。

一方，回転系では乱れの運動エネルギーの減衰がゆる

やかになる。すなわち，回転により乱れの高周波域にエ

ネルギーが輸送されなくなりエネルギーの散逸率が減少

する。また，回転系における乱流を考える場合重要なパ

ラメ―タである Rossby数

が小さくなるにしたがって平均流は流れの発散のない地

衡風に近づき，乱流構造は二次元的になることは知られ

ている。

このように，回転系では散逸率が減少するため，それ

に相応して Rossby数は小さくなり，したがって，流れの
乱流構造にはますます回転の影響が表れる。また，回転

している流体中に対してコリオリ力がその乱流構造に影

響を及ぼすのでこの方面からの研究も最近注目されてい

る。ところで，重力波などの振動数 ˆがコリオリパラメ
ーター fとくらべて非常に小さい場合，すなわち，長周期
の波動を対象とする条件である

Cpは位相速度，kは波数

f＝ 2‰sinÓ
の仮定のもとに流体現象をみると，水平スケ―ルが地球

と同程度のものが含まれる。このときは球面座標系によ

って各方程式を表し，問題を取り扱うのが適している。

回転している地球の回りの運動は回転座標において記

述するのが最も適している。回転座標系において方程式

を表示するために，まず方程式の一般曲線座標表示をし

た。次にこの座標系から回転座標系に変換した。まずこ

こでは基本的な主に二種の物質の拡散方程式系を得て，

一般曲線座標表示式に変換する。この表示式で直交性の

みを考慮した式で計算を行うと，変数を出力が必要な場

合にのみ変換の計算を行うだけで，主なる計算の場合に

は係数の計算を省くことができるので大量の計算を実行

するときはそれだけ計算効率がよいという利点がある。

ここでは回転物体上の微量物質の混合，分子拡散に関

する方程式を導いた。基礎方程式系，すなわち，運動方

程式，連続式，エネルギ―方程式，拡散方程式等を直交

条件を付した一般曲線座標表示とともに回転座標系で示

した。

2）混合，拡散を記述する方程式

拡散現象は流体内で，ある部分から他の部分への分子

輸送の結果生ずるものであり，流体内の各ゝの微小部分

の間での成分の直接交換に基づく濃度の均一化である。

したがって，不可逆過程であり，混合流体中でエネルギ

ーの散逸を生ずる。

まず，運動をしている流体の一般的な運動方程式系に

ついて述べ，必要に応じて微量物質の混合，拡散につい

ての方程式を導く。

2.1）運動方程式　Navier-Stokes方程式

運動方程式はベクトル成分 eÏ関しては

ここで，粘性係数 ≈，˝が流体中で大きく変わることが
ないとすれば，(2.1.1)式の右辺第 2項以下で ≈，˝は微分
の外へ出る，いま ıを省いて yÎについて微分をすると，

となる。

したがって運動方程式のベクトル eÏ分は

(2.1.2)
で表わされる。

この式のベクトル表示式は

(2.1.3)
または，

(2.1.4)
である。

ここに，下付きの括弧の変数(y)はデカルト座標系に関
する gradや ˛2の式を意味する。ただし，(2.1.3)式から
(2.1.4)式を導くとき

を利用した。（付録 2の 7）公式 7を参照）
ここで stress tensorを

v grad (y) v =grad (y)
v ⋅ v

2

∂v
∂t + grad (y)

v ⋅ v
2 = – 1

ı grad (y) (p) + ≈
ı ∇(y)

2 v + 1
ı ˝ + 1

3 ≈ grad (y) ⋅ divy (v)

∂v
∂t + v ⋅ grad (y) v = – 1

ı grad (y) (p) + ≈
ı ∇(y)

2 v + 1
ı ˝ + 1

3 ≈ grad (y) ⋅ divy (v)

∂vÏ

∂t + ¯Ç ∂vÏ

∂yÇ = – 1
ı

∂p
∂yÏ

+ ≈
ı

∂
∂yÎ

∂vÏ

∂yÎ + 1
ı ˝ + 1

3 ≈ ∂
∂yÏ

∂vË

∂yË

≈ ∂
∂yÎ

∂vÏ

∂yÎ + ∂
∂yÎ

∂vÎ

∂yÏ – 2
3

∂
∂yÏ

∂vË

∂yË + ˝ ∂
∂ yÏ

∂vË

∂yË

= ≈ ∂
∂yÎ

∂vÏ

∂yÎ + ˝ + 1
3 ≈ ∂

∂yÏ
∂vË

∂yË

∂vÏ

∂t + vÇ ∂vÏ

∂yÇ = – 1
ı

∂p
∂yÏ + 1

ı
∂

∂yÎ ≈ ∂vÏ

∂yÎ + ∂vÎ

∂yÏ – 2
3 Ë ÏÎ

∂vË

∂yË +

+ 1
ı Ë ÏÎ

∂
∂yÎ ˝ ∂vË

∂yË

ˆ =< f , ˆ =
Cp
k

R 0 = U⋅U/D
2ΩU
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(2.1.5)
で定義する。

すると(2.1.1)式は

(2.1.6)
となる。

ここに，右辺は（2.1.5）式の yÎによる微分で

ここに，右辺は(2.1.5)式の yÎよる微分で

(2.1.7)
である。

また，(2.1.4)式は

(2.1.8)
と表示できる。

混合流体において流体を非圧縮性であるものとして扱

う場合には，

である。

非圧縮性流体の Navier-Stokes方程式は(2.1.6)に対応し
て

(2.1.9)
となる，添え字 inは非圧縮流体を意味するものとする。
ここに，stress tensorは

(2.1.10)
であり，また，

を利用した。

また，(2.1.8)式から非圧縮性流体に対しては，右辺に
(ˆÏÎ)を置きかえた式

(2.1.11)
を得る。

2.2）連続の式

ベクトル成分表示では

(2.2.1)
ベクトル表示式は

(2.2.2)
である。

2.3）エネルギ-方程式

流体の単位時間，単位体積あたりのエネルギ-の変化量
�

はエネルギ-流束密度

の発散と，さらに粘性による内部摩擦の流束 vˆ，熱の輸
送量によるエネルギー移流量 の発散の

和になる。式に表わすと

（2.3.1）
ここで，エネルギ-保存の関係式を熱輸送という観点か

らの考察が容易になるような表現に変換する。そのため

に(2.3.1)式の左辺の時間微分を実行する。

この式において， に非圧縮性流体の運動方程式

(2.1.11)を， に連続の式を適用する。

また，

(2.3.2)

(2.3.3)
を得る。

ここに熱力学的

関係式（付録 3）の 1）参照）

(2.3.4)

(2.3.5)
を利用した。

(2.3.2).(2.3.3)の関係式さらに(2.3.4),(2.3.5)を利用し
て，

を得る。

(2.3.1)，(2.3.6)式を比較して次式を得る。

(2.3.7)
ここで，もし　粘性，熱伝導によるエネルギーの移流が

ıT ∂s
∂t + v ⋅ grad (y) s = ˆÏ Î

∂vÏ

∂yÎ + div(y) (◊⋅ grad (y)T)

∂
∂t

1
2 ı v2 + ı È = – di v(y) ı v 1

2 v2 + w – vˆ – ◊ ⋅ grad (y)T +

+ ıT ∂s
∂t + v ⋅ grad (y)s –ˆÏ Î

∂vÏ

∂yÎ
di v y (◊⋅ grad (y) T )

dw = d È + p
ı = Tds + dp

ı

dÈ = Tds + p
ı2 dı

vÏ ∂ˆÏ Î

∂yÎ = ∂
∂yÎ vÏ ˆÏ Î – ˆÏ Î

∂vÏ

∂yÎ = di v(y) (vˆ) – vÏ Î
∂ ¯Ï

∂ yÎ

∂È
∂t = T ∂s

∂t + p
ı2

∂ı
∂t = T ∂s

∂t – p
ı2 div(y) ıv

∂ı
∂t

∂
∂t

1
2 ı v ⋅ v + ıÈ = 1

2 v ⋅ v ∂ı
∂t + ı v ∂v

∂t + ı ∂È
∂t + È ∂ı

∂t

∂
∂t

1
2 ı v⋅ v + ı È = – di v(y) ı v

1
2 v ⋅ v + w – vˆ – ◊grad (y) ⋅ T

q = – ◊grad (y) ⋅ T

ıv 1
2 v ⋅ v + w∂

∂t
1
2 ıv ⋅ v + ıÈ

∂ı
∂t + div(y) (ıv) = 0

∂ı
∂t + ∂

∂yÏ ıvÏ = 0

∂v
∂t + grad (y)

v ⋅ v
2 = – 1

ı grad (ˆÏ Î)in

≈
ı ∇2 v = ≈

ı
∂

∂yÎ
∂vÏ

∂yÎ e Ï

∂vÎ

∂yÎ = div(y) v = 0

ˆÏ Î in = –pË Ï Î + ≈ ∂vÏ

∂yÎ + ∂vÎ

∂yÏ

∂vÏ

∂t + vÎ ∂vÏ

∂yÎ = 1
ı

∂ ˆÏ Î in

∂yÎ

div(y)o = 0

∂v
∂t + grad (y)

v ⋅ v
2 = – 1

ı grad (ˆÏ Î)

∂ˆÏ Î
∂yÎ = – ∂ p

∂yÏ + ∂
∂yÎ ≈ ∂vÏ

∂yÎ + ∂vÎ

∂yÏ – 2
3 Ë Ï Î

∂vË

∂yË + ∂
∂ yÏ ˝ ∂vË

∂yË

∂vÏ

∂t + vÇ ∂vÏ

∂yÇ = – 1
ı

∂ˆÏ Î
∂yÎ

ˆa Î = –p Ë a Î + ≈ ∂vÏ

∂yÎ + ∂vÎ

∂yÏ – 2
3 Ë Ï Î

∂vË

∂yË + Ë Ï Î ˝ ∂vË

∂yË

微量物質の中間圏，成層圏における混合，拡散の数値計算 4

(2.3.6)

∂v
∂t
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なければ

となり，エントロピーが保存される。

2.4）拡散方程式

濃度は，ある与えられた流体要素に関して，その流体

要素の全質量に対する当該の成分の質量比

(2.4.1)
として定義する。単位体積当りの ıcがその成分の質量で
あるから，拡散流束密度を用いて質量の時間変動量を微

分形で書くと

(2.4.2)
を得る。

上式に連続の式(2.2.2)を適用して変形すると

(2.4.3)
を得る。

次に，物質が任意の種類数 Nだけある場合について述
べる。

すべての物質に関する流束密度の和は ıvでなければな
らないから制約の関係式

(2.4.4)
拡散流束密度 i iの和に関しては

(2.4.5)
濃度の和は定義により 1であるから

(2.4.6)
が成り立たたなければならない。

これらが，拡散流束密度に付随する制限である。

(2.4.5)，(2.4.6)式の条件のもとに(2.4.3)式に相当して

(2.4.7)

を得る。ただし，i＝ 1～(N－ 1)である。

2.5）混合流体の方程式

濃度の拡散をエネルギーの概念と結びつける方程式で

表わす。濃度とエネルギーの関係を結びつける量として

化学ポテンシアルを導入する。(付録 3参照)化学ポテン
シアルは分子 1個のGibbs自由エネルギ‐に等しく，しか
も非加算量であり，圧力と温度の関数であり分子の濃度，

すなわち，分子数には依存しない。

エネルギー È，エンタルピー w等は加算量であり，加算

量は変数に関して 1次の homogeneous functionで表わされ，
その全微分はパラメーターをその物質の分子数 niとする

とき

を加えた量となる。すなわち

ただし，iは混合流体を構成する物質を意味する。また，
混合流体は単位質量とするから

が成立する。

パラメ―タ―を粒子数 n iら濃度 c i変える。そのために

を利用する。また，特にN番目の粒子に関しては

とする。

(2.5.1)式は

となる。

(2.3.2)式を導いたのと同様に式の変形を行う。そのさい，
dÈ，dwの右辺に化学ポテンシアルの項が加わっているの
が唯一異なる点であることに注意して計算を以下の章に

おいて実行する。

ただし，混合流体においては流体は非圧縮性とする，

非圧縮性流体のNavier-Stokes方程式は

(2.1.11)
である。

2.5.1）流体の熱力学的量と化学ポテンシアルの関係

このままでは未知数 v, ı, T, cにたいして方程式が一つ
欠如している。そのため，ここでは流体の熱力学的量が

濃度に依存すること，さらに濃度の時間的変化は拡散流

束密度の発散で表されることに注目することによって，

エネルギ―式の別の形の微分方程式を導くことができる。

これはエネルギ‐方程式で(2.3.6)を導いたのと同様に

∂
∂t

1
2 ı v ⋅ v + ı È = – di ¯(y) ı v 1

2 v ⋅ v + w – vˆ +

∂v
∂t + grad (y)

v ⋅ v
2 = – 1

ı grad (y) ˆÏÎ in

d È = Tds + p
ı 2 d ı + Ò i

mi
– Ò N

mN
d ciΣ

i = 1

N – 1

dw = Tds + 1
ı dı + Ò i

mi
– Ò N

mN
d ciΣ

i = 1

N – 1

dc N = – dc iΣ
i = 1

N – 1

dc i = dn im iとして dn i m i = dc i = 0Σ
N

Σ
i = 1

N

œn im i = œci = 1

dÈ = Tds + p
ı2 dı + Ò idn iΣ

i

dw = Tds + 1
ı dı + Ò i dn iΣ

i

Ò idn iΣ
i

ı ∂c i
∂t + v ⋅ div(y) (c i) + div(y) (i i) = 0

c i = 1Σ
i = 1

N

i i = 0Σ
i = 1

N

(ıc iv + i i) = ıvΣ
i = 1

N

ı ∂c
∂t + v ⋅ div(y)(c) + div(y) (i) = 0

∂(ıc)
∂t + div(y)(ıcv) + div(y) (i) = 0

c ≡ m c
M = ı c

ı

∂s
∂t + v ⋅ grad (y)s = 0
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(2.5.3)
を得る。ただし，(2.4.3)および(2.5.2)式を利用した。
エネルギ―式(2.3.1)の右辺を等置して

(2.5.4)
を得る。ここに，

を利用した。

ところで，熱流束 qおよび拡散流束密度 i iは温度勾配と

濃度勾配に依存する。したがって，この方程式の解を得

るには拡散流束密度 i i熱流束 qは温度勾配と濃度勾配の
関数として表示されなければならない。

2.5.2）拡散流束密度 iと熱流束 q

(2.4.3)式または(2.4.7)式および(2.5.4)式には，iや qな
るベクトル量が含まれている。この量を決めないことに

は，これらの式は解けない。これらの式を理論的に取り

扱うのは一般的に困難であるので実用的に興味のある場

合に利用できるような制限を設ける。まず，混合流体は

二種類の成分から成る場合を考える，また実用的にかな

り応用範囲の広い条件を次のように与える。すなわち，

濃度勾配，温度勾配が小さく，拡散流束密度 i1も流束 qも
grady(y) Ò mixと grady(y) Tの 1次の関数で表現できるものと
して次式で与えうるものとする。

(2.5.5)
ここで

であり（付録 3）の 4.2）参照），拡散流束密度 i 1の中の温

度勾配と熱流束 qの中の化学ポテンシアルの勾配の係数
Ç. Ëの間には

の関係がある。さらに熱流束の式 grady(y) Ò mixを拡散流束

密度の式の中の grady(y) Òmixに代入すると

を得る。ここに，

(2.5.7)
は熱伝導度である。

独立変数として温度 T，圧力 pと濃度 c1を選ぶとき

等を使って(2.5.6)式を整理すると次式を得る。

この式の導き方を以下に述べる。

化学ポテンシアルは温度 T，圧力 pの関数である。また，
二種以上の異なる物質を含む物質の拡散に関しては濃度

c1の explicitな関数になる。(付録 3)の 4)参照)したがって，
化学ポテンシアルの勾配は

から

ここで，付録 3の 1.4)項で述べたようにエンタルピ―に関
してはパラメ―タ―として濃度を考えると

(2.5.10)
あるから，

を利用すると(2.5.9)式は

として(2.5.6)式の右辺に代入した。
二種の成分を持つ混合流体に関する拡散方程式は

(2.5.4)式で N=2であり，拡散流束密度 i 1熱流束 q1は

(2.5.8)である。
以上は完全な方程式系であるが微分方程式が複雑すぎ

grad(y)Ò mix = ∂Ò mix
∂T p, c1 ⋅ grad(y) T + ∂Ò mix

∂c1
p, T ⋅ grad(y) p +

+ ∂Ò mix
∂T T, p ⋅ grad(y)c1

∂Ò mix
∂p C1, T = ∂

∂p
∂Ó
∂c1

T, p = ∂
∂c1

∂Ó
∂p T, p = ∂Ò mix

∂c1
T, p

dÓ = – (s)p, c1
dT + (v)c1, T dp + (Ò mix)T, p dc1 =

= ∂Ó
∂T p, c1 ⋅ dT + ∂Ó

∂p c1, T ⋅ dp + ∂Ó
∂c1

T, p ⋅ dc1

grad(y)Ò mix = ∂Ò mix
∂T P, C1

grad(y) T + ∂ Ò mix
∂p C1, T

⋅ grad(y) p +

+ ∂Ò mix
∂c1 T, p

⋅ grad(y) c1

dÒ mix = ∂Ò mix
∂T ⋅ dT + ∂Ò mix

∂p ⋅ dp + ∂Ò mix
∂c1

⋅ dc1

i 1 = – ıD grad (y) c 1 + KT
T grad (y) T + KP

p grad (y) p

q 1 = KT
∂Ò mix
∂c 1

P, T –T ∂Ò mix
∂ T P, C1 + Ò mix i 1 – ◊grad (y) T

拡散係数 D = Ï
ı

∂Ò mix
∂c1

T, P,

熱拡散係数 KTD
T = Ï

ı
∂Ò mix

∂T C, P + Ç
ı ,

圧拡散係数 KP D = Ïp
ı

∂
∂c1

1
ı P, T

◊ = Î – Ç2 T
Ï

i 1 = – Ï ⋅ grad (y) Ò mix –Ç ⋅ grad (y) T

q 1 = (Ò mix + ÇT
Ï ) ⋅ i 1 –Ô ⋅ grad (y) T

Ë = ÇT1)

Ò mix = Ò 1
m 1

– Ò 2
m 2

i1 = – Ï ⋅ grad (y)Ò mix – Ç ⋅ grad (y) T

q1 = – Ë ⋅ grad (y) Ò mix – Î ⋅ grad (y) T + Ò mix i1

Ò i
m i

– Ò N
m N

div(y) i i = div(y)
Ò i
m i

– Ò N
m N

i i – i i div(y)
Ò i
m i

– Ò N
m N

ıT ∂s
∂t + v ⋅ grad (y) s = ˆÏÎ

∂vÏ

∂yÎ
– div(y) q – Ò i

m i
– Ò N

m N
i iΣ

i = 1

N – 1

– i i div(y)
Ò i
m i

– Ò N
m N

Σ
i = 1

N – 1

+ ı T ∂s
∂t + v grand (y) s – ˆÏ Î

∂vÏ

∂yÎ

Ò i
mi

– Ò N
mN

di v(y)iiΣ
i = 1

N – 1
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るため実用に供するためには，さらに条件を付ける必要

がある。

2.5.3）圧力勾配は実際上無視でき，流体の温度および

濃度はほとんど変化なく，流体の運動も非常に

遅い場合

この場合は iや qにおける微分の係数，D, KTD, KpD, ◊
等は濃度，温度に依存せず一定であるとする。速度の項

は無視できる程度であり，また濃度勾配による運動の速

度はその勾配に比例する。したがって，vc(∝ grad(y)Ò)は
無視できないが v2

c は無視できるオーダーである。すると

(2.5.11)
この式で

であるから拡散方程式(2.4.3)から

(2.5.12)
が得られた。濃度分布はこの式から求まる。

次に，温度分布の方程式を求める。

エネルギ―の関係式 ( 2 . 5 . 4 )式の中における項
div(y)(q1－ Òmixi1)は

であり，仮定により div(y)の項は無視できるから

(2.5.13)

を得る。

(2.5.10)式において

なる関係が得られる。また

であるから，

(2.5.14)
を得る。

ここで，(2.5.4)式の左辺の に(2.5.14)式を適

用し，右辺は(2.5.13)式を利用すると

(2.5.15)

ここで，さらに熱拡散係数KTDにおいて Çが

に比べて小さければ

となり，温度方程式

(2.5.16)
を得る。Tに関して線形であり，流体の温度分布，濃度分
布を与える。

なお，二種の理想気体が混合した場合の熱拡散比Kdと

拡散係数 Dを濃度の関数としての表示式を付録 3)の 4.2)
に示した。

2.5.4 2.5.3の場合に加えて，実際上無視できるほど，

流体の濃度が薄い場合

この場合にはKTは微小量になり

(2.5.17)
となる。

拡散方程式(2.5.17)の一つの三次元の理論解は

(2.5.18)
で与えられる。ここに，Mは全溶質の量である。
この式は溶質が原点 t＝ 0に集中している場合の任意の

時刻における溶質の分布を表す式である。

3）基礎方程式の一般曲線座標表示

基底ベクトル やメトリック・テンソル gij，交

代記号 Èijk，Christoffel記号 は空間の幾何形状のみに

関する量で時間に依存しない量として取り扱う。また，各運

動方程式のgiベクトルの成分に関しては

なる関係があり，デカルト座標系(直交直線座標系)の ei成

分から一般曲線座標系の gi―成分への変換に利用される。

3.1）運動方程式

一般曲線座標表示式は(2.1.2)式から付録 1)，2)におい
て示されるデカルト座標系と一般曲線座標系との関係に

より次のように与えられる。

ベクトル成分 g i関しては

∂vi

∂t + vj v i j =

= – 1
ı p , jg ij +

+ ≈
ı vi j , k + vl j

i
kl – vi l

l
jk

g j k +

1 1 

Ji
Ïe Ï = g i

i
jk

g i = ∂r
∂x 1

c1(r) = M
8ı ÛDt

3
2

exp – r2

4Dt

dc1
dt = D∇ 2 c1

∂T
∂t – KT

C p

∂Ò mix
∂c 1

p, T
∂c 1
∂T = ◊

ıC p
∇2T

T
Cp

∂Ò mix
∂T p, c1

= KT
Cp

∂Ò mix
∂c1

p, T

Ï ∂Ò mix
∂T c1, p

∂T
∂t – T

C p

∂Ò mix
∂T p, c1

∂c 1
∂t = ◊

ıC p
∇2T

ds c1, T
dt

ds c 1, T
dT = – ∂Ò mix

∂T p, c1
∂c 1
∂T +

C p
T

∂T
∂t

Cp = T ∂s
∂T p, c1　から　

∂s
∂T p, c1 =

Cp
T

∂s
∂c1

= – ∂
∂c1

∂Ó
∂T p, c1 = – ∂

∂ T
∂ Ó
∂ c1

p, C1 = – ∂Ò mix
∂T p, C1

div(y), q 1 – Ò mix i 1 = – ◊ ∇2 T

div(y) q 1 – Ò mix i 1 = div(y) KT
∂Ò mix
∂c 1

p, T – T ∂Ò mix
∂T p, c1 i 1 – ◊∇2 T

dc 1
dt = D ∇2c 1 + KT

T ∇2 T

div(y) i 1 = – ıD ∇ 2c1 + KT
T ∇ 2 T

i1 = – ıD grad (y) c1 + K T
T grad (y) T

q1 = K T
∂Ò mix
∂c1

p , T – T ∂Ò mix
∂T p , c1 + Ò mix i1 – ◊grad (y) T
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となる。

この式は以下の関係式を利用して得られる。

(3.1.2)
移流項は付録 1の 7)より

圧力変動項は

付録 1の 5)より

付録 1の 8)より

これらを(2.1.2)式に代入すれば(3.1.1)式が得られる。

3.2）連続の式

一般曲線座標表示は(2.2.1)式から

となる。ただし，g＝｜gij｜である。

上式の導き方を以下に示す。

ここに，付録 2)公式 1および，公式 3を利用した。

3.3）エネルギ―式

一般曲線座標表示では，エネルギ―式は(2.3.7)式より

ただし，

(3.3.2)
である。式の導き方を以下に示す。

エネルギ―方程式はスカラ―量に関する方程式である

から直線直交座標系の方程式と同型になる。

また，

(3.3.5)
(3.3.6)

を利用し計算を実行すると

(3.3.7)
を得る。ただし，

(3.3.8)
とする。

ここにデカルト座標系では

であるから，直交直線座標系 yとその指標(Ï, Ç, Î)に関し
ては

である。したがって，テンソル量(付録 1の 4)参照)であ
り，(3.3.7)によれば，式の形も，その量も座標系に依存
して変化することはない。

◊ div(y)(grad(y)T)はテンソル量(付録 1)の 8)参照)である
から座標系には無関係に成り立つ式である。よって，

(3.3.9)

ただし，付録 1の 9)により

(3.3.10)
である。

3.4）濃度分布式

デカルト座標系と一般曲線座標系との間には，

なる関係式が成立する。したがって，一般曲線座標系で

は(2.4.3)式より

(3.4.1)
である。ただし，i = grad√とした。

ı ∂c
∂t + vi ∂c

∂xi + √ijgij = 0

div(y) i 1 = div(y) ⋅ grad(y) √ = √ij ⋅ gij

T i j = ∂
∂x i

∂T
∂x j – k

ij
∂T
∂x k

◊div(y) grad (y) T = ◊div gradT = ◊ Ti  jgij

∂vÏ

∂yÎ = ∂vÏ

∂yÎ + Ï
ÇÎ

vÇ ≡ vÏÎ

Ï
ÇÎ

= 0

ˆik = ≈ vik + vki – 2
3 Ë ik v jj + ˝Ë ik v jj

ˆÏÎ
∂vÏ

∂yÎ = ˆikvik

Ë aÎ = JÏ
i Jk

Î Ë ik

∂vÏ

∂yÎ = JÎ
m Jl

Ï ⋅ vlm

ˆÏÎ = ≈ JÎ
i Jk

Ï ⋅ vki + JÏ
i Jk

Î ⋅ vki – 2
3 Ë ÏÎ ⋅ JË

i Jk
Ë ⋅ vki

+ ˝Ë ÏÎ ⋅ JË
i Jk

Ë ⋅ vki

v ⋅ grad (y) s = vÏeÏ ⋅ ∂s
∂yÇ eÇ = J i

ÏJ Ï
j J l

ÇJ Ç
k ⋅ vi ∂s

∂x k gi ⋅gl

= vi ∂s
∂x k gi ⋅ gk = vi ∂s

∂x i

ˆij = ≈ vkl g ik g jl – 2
3 Ë ijvkk + ˝Ë ij vkk

ıT ∂s
∂T + vi ∂s

∂xi = ˆij vi j + ◊Tji ⋅ gij

∂ ıvÏ

∂yÏ = JÏ
i ∂

∂xi ı J j
Ïv j = JÏ

i J j
Ï ∂

∂xi ıv j + JÏ
i ∂

∂xi J j
Ï ıv j =

= Ë j
i ∂

∂xi ıv j + JÏ
i Jk

Ï JÏ
k ∂

∂xi J j
Ï ıv j =

= ∂
∂xi ıvi + i

ij ıv j = ∂
∂xi ıvi + 1

J
∂

∂x j ıv j =

= ∂
∂xi ıvi + ∂

∂x j ln a ⋅ ıv j

∂ı
∂t + ∂

∂xi ıvi + ∂
∂xi ln g ıvi = 0

∂
∂yÏ

∂vË

∂yË = Ji
Ï (v j j), k ⋅ gik

∂
∂yÎ

∂vÏ

∂yÎ = Ji
Ï vi j , k + vl j

i
kl – vil

l
jk g jk

∂p
∂yÏ

≡ pÏ = Ji
Ïpi = Ji

Ïgijp j = Ji
Ïgij ∂p

∂x j

vÇ ∂vÏ

∂yÇ = Ji
Ï v j ∂vi

∂x j + Ji
Ï i

jk v j ⋅ vk = Ji
Ï v j ∂vi

∂x j + i
jk vk ≡ Ji

Ï v j vi j

∂vÏ

∂t = ∂
∂t Ji

Ï vi = ∂
∂t Ji

Ï vi + Ji
Ï ∂vi

∂t = Ji
Ï ∂vi

∂t

+ 1
ı ˝ + 1

3 ≈ vj j , k ⋅ gi k .
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3.5）二種の混合流体の場合

3.5.1）エネルギー式

化学ポテンシアルを導入した直交直線座標系における

(2.5.4)式より，N=2として

を得る。ここに，(2.5.8)式より

である。

一般曲線座標ではエネルギー方程式は

である。

3.5.2）濃度分布

直交直線座標系の(2.4.4)式から

(3.5.4)
により与えられる。

ただし，

(3.5.5)
一般曲線座標表示は

(3.5.6)
である。ただし，

を利用した。

以上が二種の微量物質の拡散のエネルギ-と濃度分布に
関する完全な関係式である。

3.6） 圧力勾配は実際上無視でき，流体の温度および濃

度はほとんど変化なく，流体の運動も非常に遅い

場合［付録　2.5.3)章の場合］

3.6.1）エネルギー式

エネルギ-式は温度方程式となり(2.5.16)式より

(3.6.1)
を得る。

一般曲線座標表示は，

(3.6.2)
となる。ただし，一般座標表示式においては，付録 1の
3)から

であることを利用した。

3.6.2）濃度分布

直交直線座標系における(2.5.12)式は

(3.6.3)
であるから，一般曲線座標表示では

(3.6.4)
を得る。

3.6.3）さらに濃度の薄い場合

(2.5.17)式から

(3.6.5)
を得る。

4）回転座標系における方程式

空間に固定した直交直線座標系における絶対座標系(慣
性座標系)(r*(y*Ï))と，この座標系に相対的な相対座標系
(r'(y'Ï))，および角速度 ˙で回転している回転座標系
(r(yÏ))を導入する。
絶対座標系に並進している相対座標系では回転運動が

行われているものとする。空間内に運動している分子が

存在するとき，まず絶対座標系から見た速度(v*)と相対
座標系の原点の並進速度(v*0)と相対座標系から見た速度
(v')の関係は，その位置ベクトルの関係

r* = r0 + r′ (4.1)
から

v* = v0 + v′ (4.2)
が得られる。

ある空間内に存在する分子点に注目したときの時間微

∂c1
∂t = Dc1ijgij

∂c1
∂t = D c1ij + KT

T Tij gij

∂c1
∂t = D ∇ 2

(y) c1 + KT
T ∇ 2

(y) T

∇ 2Ó = Óijgij

∂T
∂t – KT

C p

∂Ò 1
∂c 1

p, T
∂c 1
∂t = ◊

ıC p
Tijgij

∂T
∂t – KT

C p

∂Ò 1
∂c 1

p, T
∂c 1
∂t = ◊

ıC p
∇2

(y) T

div(y) i 1 = –ıD c 1ij + KT
T Tij +

K p
p pij gij

ı ∂c1
∂t + vi ∂c1

∂xi – ıD c1ij + KT
T Tij +

K p
p pij gij = 0

c1 + c2 = 1

ı ∂c 1
∂t + v ⋅ div(y) c 1 + div(y) i 1 = 0

ıT ∂s
∂t + vi ∂s

∂xi = ˆij vij +

+ ıD KT
∂Ò 1
∂c1

p, T – T ∂Ò 1
∂T P, C1 + Ò 1 – Ò 1

m 1
– Ò 2

m 2
×

× c1ij + KT
T Tij +

K p
p pij +

+ c1i + KT
T Ti +

K p
p pi × Ò 1

m 1
– Ò 2

m 2
j gij

i 1 = – ıD grad (y) c 1 + KT
T grad (y) T +

K p
p grad (y) p

q 1 = KT
∂ Ò 1
∂ c 1

P, T – T ∂Ò 1
∂T P, C1 + Ò 1 i 1 – ◊ ⋅ grad (y) T

ıT ∂s
∂t + v ⋅ grad (y) s = ˆÏÎ

∂vÏ

∂yÎ – div(y) q 1 – Ò 1
m 1

– Ò 2
m 2

i 1 –

– i i div(y)
Ò 1
m 1

– Ò 2
m 2
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分 particle time derivativeを で表し，空間の点を固定し

て時間微分したときは local time derivative を用いる。

加速度は

すなわち，

(4.3)
一般曲線座標系において成分表示すると

(4.4)
次に相対座標系における回転運動を考える。

両座標系での分子の位置ベクトル rは

(4.5)

ここで
(4.6)

であるから

(4.7)
(4.2),(4.7)式から絶対座標系での速度 v*は

(4.8)
で示されるように相対座標系の原点の並進速度 v*0と回転

速度の和で表される。

ここで注意しなければならないことは(4.8)式はテンソ
ル両であるから座標系の如何に関わりなく成立する。す

なわち，上式は形は異なるが一般曲線座標系でも成立す

る。また，相対座標系と回転座標系は異なる種類の座標

系であってもよい。ただし，˙× rはテンソル量(付録 1
の 10))ではあるが ˙および位置ベクトル rはテンソル量

ではない。

加速度は(4.8)式の particle time derivativeをとると

(4.9)
で表される。ここで

を利用した。

回転座標系の運動方程式はベクトル成分 eÏに関しては

である。

速度の式(4.8)および加速度の式(4.9)において加速

度 と速度 vÏすべて回転座標系に関する量である。た

だし，相対座標系の原点に関しては v*
0， が入ってい

るが，これは回転体に関する物体の運動を考える場合本

質的な意味を持っているものではない。(4.8)式(4.9)式は
テンソル量であり，固着ベクトルである。したがって，

成分表示が可能である。

(4.8)式は

(4.11)
(4.9)式は

(4.12)
以上が速度，加速度についての回転座標系における完

全な記述である。しかし，実用上次の仮定を置いて取り

扱う。

v*0 = 0で，かつ˙＝一定
(4.8)式は

+ ˙i ˙k r l È
mklÈ jmng ingi =

= D v0
*

Dt + D ˙
Dt × r + ∂vi

∂t x i + vj v i j + 2˙i vk È ljk g il + ˙j ˙k r l È mkl È jmn g in gi

v* = D v0
*

DT + D ˙
Dt × r + ∂vÏ

∂t yÏ + vÇvÏÇ J Ï
i gi + 2˙i vk È ljkgi +

v* = Dr*

Dt = v0
* + DyÏ

Dt JÏ
i g i + ˙irkÈ ljk glig i = v0

* + Dxi

Dt + ˙ jrkÈ ljkgli g i

Dv0
*

Dt

DvÏ

Dt

∂vÏ

∂t + vÇ ∂vÏ

∂yÇ + 2˙Ç vÎÈÏÇÎ + ˙Î˙ ËrÈÈËÈÇÈÎÇÏ =

= – 1
ı

∂p
∂yÏ + 1

ı
∂

∂yÎ ≈ ∂vÏ

∂yÎ + ∂vÎ

∂yÏ – 2
3Ë ÏÎ

∂vË

∂yË +

+ 1
ı Ë ÏÎ

∂
∂yÎ ˝∂vË

∂yË

D
Dt

DyÏ

Dt e Ï = D
Dt vÏe Ï = DvÏ

Dt e Ï + ˙ × vÏe Ï

α* ≡ D v*

Dt = D v0
*

Dt + D
Dt

Dy Ï

Dt eÏ + D ˙
Dt × r + ˙ × D r

Dt =

= D v0
*

Dt + D
Dt

Dy Ï

Dt eÏ + D ˙
Dt × r + ˙ × Dy Ï

Dt eÏ + ˙ × r =

= D v0
*

Dt + D ˙
Dt × r + Dv Ï

Dt eÏ + 2˙ × vÏeÏ + ˙ × ˙ × r

v* = Dr*

Dt = v0
* + DyÏ

Dt e Ï + ˙ × r

v = Dr
Dt = DyÏ

Dt e Ï + ˙ × r = v′

DeÏ
Dt = ˙ × e Ï

r = yÏeÏ = y ′Ïe′Ï = r′

v = D r
Dt = Dy Ï

Dt eÏ + yÏ D eÏ

Dt = Dy ′Ï

Dt e′Ï = v′

a*i gi
* = v0

* + v0
* j v0

*i j gi
* + v′ +v′ j v′i j g′i

v* = v0
* + v′

D v*

Dt =
D v0

*

Dt + D v′
Dt

∂
∂t

D
Dt

微量物質の中間圏，成層圏における混合，拡散の数値計算 10

(4.10)

˙

y:α(eα
)r

r'

p
g(r)

g'i (r')

r*

r0
*

gi
*(r0

*) y'α(e'α)

y*α(e*α)

 Deα———　=　̇ ×eα   Dt

図 1 絶対座標系（y*Ï），相対座標系（y′ Ï）

This document is provided by JAXA.



(4.13)
(4.9)式は

(4.14)
よって，回転座標系における運動方程式は，共変基底ベ

クトル g iついて

と表わされる。

以上をまとめて一般曲線座標系における表示式を次に

示す。

3.1）運動方程式

3.1.1）回転体に関する運動方程式

3.2）連続の式

(3.2.1)

3.3）エネルギ―式

(3.3.1)

ただし，
(3.3.2)

である。

3.4）濃度分布式

(3.4.1)
ただし，i＝ grad√とした。

3.5）二種の混合流体の場合

3.5.1）エネルギ―式

3.5.2）濃度分布

(3.5.6)
ただし， (3.5.5)

3.6）圧力勾配は実際上無視でき，流体の温度および濃度

はほとんど変化なく，流体の運動も非常に遅い場合

3.6.1）エネルギ―式は

(3.6.2)
3.6.2）濃度分布は，

(3.6.4)
3.6.3）さらに濃度の薄い場合

(3.6.5)

5）（r, Ù, Ó）曲線座標系における方程式
（付録　4）参照）

これまで一般曲線座標系において各種の方程式を述べ

てきたがここでは具体的に（r, Ù, Ó）曲線座標系における
式を与える。変数（r, Ù, Ó）およびベクトル(er, eÙ, eÓ)等に
ついては図 2を参照。

∂c 1

∂t
= D c1 ij g ij

∂c1
∂t = D c1 ij + K T

T T ij g ij

∂T
∂t – K T

C p

∂Ò 1
∂c 1

p , T
∂c 1
∂t = ◊

ı C p
T ij g ij

c 1 + c2 = 1

ı ∂c 1
∂t + v i ∂c 1

∂x i – ı D c 1ij + K T
T T ij +

K p
p pij ) g ij =

ıT ∂s
∂t + vi ∂s

∂xi = ˆijvij +

+ ıD KT
∂Ò 1
∂c1

p, T – T ∂Ò 1
∂T P, C1+ Ò 1 – Ò 1

m 1
– Ò 2

m 2

× c1ij + KT
T Ti, j +

K p
p pij +

+ c1i + KT
T Ti +

K p
p pi × Ò 1

m 1
– Ò 1

m 2
j gij

ı ∂c
∂t + vi ∂c

∂xi + √ijgij = 0

ˆij = ≈ vk l g ikg jl –2
3Ë ijv k k + ˝Ë ijv k 

ıT ∂s
∂t + v i ∂s

∂x i = ˆij v i j + ◊T j i ⋅ g ij

∂ı
∂t + ∂

∂xi ıvi + ∂
∂xi ln g ıvi = 0

∂v i

∂t x i + v jv i j + 2˙j v k È ljkg il + ˙j ˙k r l È mabÈ jmng ing kag lb =

= – 1
ı p , jg ij +

+ ≈
ı vi  j , k + v l j

i
kl – v i l

l
jk

g jk +

+ 1
ı ˝ + 1

3 ≈ v j j , k ⋅ g ik

∂vi

∂t + v jvi j =

= – 1
ı p, jgij +

+ ≈
ı vi j , k + vl j

i
kl –vi j

l
jk g jk +

+ 1
ı ˝ + 1

3 ≈ v j j , k ⋅ gik

∂vi

∂t xi + v jvi j + 2˙ jvkÈ ljkgil + ˙ j˙krlÈmabÈ jmngingkaglb =

= – 1
ı p, jgij +

+ ≈
ı vi j , k + vl j

i
kl –vil

l
jk g jk +

+ 1
ı ˝ + 1

3 ≈ v j j , k ⋅ gik

α* = ∂vi

∂t x i + vjv i j + 2˙j vk È ljkg il + ˙j ˙k r l È mabÈ jmng ingkag lb gi

v* = D r*

Dt = ∂x i

∂t x i + vjx i j + ˙j r k È ljk g il gi = vjx i j + ˙j rk È ljkg il gi
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5.1）運動方程式

r–成分

ただし，

である。

Ù–成分

∂vÙ

∂t + vrvÙr + vÙvÙÙ + vÓvÙÓ +

+ 2 g ˙ÙvÓ – ˙ÓvÙ gÙr + ˙Óvr – ˙rvÓ gÙÙ +

+ ˙r¯Ù – ˙Ùvr gÙÓ + ˙ÙCr – rÙC˙ =

= – 1
ı

∂p
∂r gÙr +∂p

∂ÙgÙÙ + ∂p
∂Ó gÙÓ +

+ ≈
ı

∂
∂r vÙr grr + ∂

∂Ù vÙr grÙ + ∂
∂Ó vÙr grÓ +

+ ∂
∂r vÙÙ gÙr + ∂

∂Ù vÙÙ gÙÙ + ∂
∂Ó vÙÙ gÙÓ +

+ ∂
∂r vÙÓ gÓr + ∂

∂Ù vÙÓ gÓÙ + ∂
∂Ó vÙÓ gÓÓ +

C ˙ = ˙ r ˙ rgrr + ˙ ÙgrÙ + ˙ ÓgrÓ + ˙ Ù ˙ rgÙ r +˙ ÙgÙ Ù + ˙ Ù˙ ÓgÙ Ó +

+ ˙ Ó ˙ rgÓ r +˙ ÙgÓ Ù + ˙ ÓgÓ Ó

C r = ˙ r rrgrr + rÙgrÙ + rÓgrÓ + ˙ Ù rrgÙ r + rÙgÙ Ù + rÓgÙ Ó +

+ ˙ Ó rrgÓ r + rÙgÓ Ù + rÓgÓ Ó

+ ¯rÓ
r

Ó r
+ ¯Ù Ó

r
Ó Ù

+ ¯ÓÓ
r

Ó Ó
gÓ Ó –

– ¯rr
r
rr + ¯rÙ

Ù
rr + ¯rÓ

Ó
rr grr +

+ ¯rr
r

rÙ
+ ¯rÙ

Ù
rÙ

+ ¯rÓ
Ó
rÙ

grÙ +

+ ¯rr
r

rÓ
+ ¯rÙ

Ù
rÓ

+ ¯rÓ
Ó
rÓ

grÓ +

+ ¯rr
r

Ù r
+ ¯rÙ

Ù
Ù r

+ ¯rÓ
Ó
Ù r

gÙ r +

+ ¯rr
r

Ù Ù
+ ¯rÙ

Ù
Ù Ù

+ ¯rÓ
Ó

Ù Ù
gÙ Ù +

+ ¯rr
r

Ù Ó
+ ¯rÙ

Ù
Ù Ó

+ ¯rÓ
Ó

Ù Ó
gÙ Ó +

+ ¯rr
r

Ó r
+ ¯rÙ

Ù
Ó r

+ ¯rÓ
Ó
Ó r

gÓ r +

+ ¯rr
r

Ó Ù
+ ¯rÙ

Ù
Ó Ù

+ ¯rÓ
Ó

Ó Ù
gÓ Ù +

+ ¯rr
r

Ó Ó
+ ¯rÙ

Ù
Ó Ó

+ ¯rÓ
Ó

Ó Ó
gÓ Ó +

+ 1
ı

˝ + 1
3 ≈ ∂

∂r ¯rr + ¯Ù Ù + ¯ÓÓ grr +

+ ∂
∂Ù

¯rr + ¯Ù Ù + ¯ÓÓ grÙ +

+ ∂
∂Ó

¯rr + ¯Ù Ù + ¯ÓÓ grÓ

= – 1
ı

∂p
∂r grr + ∂p

∂Ù
grÙ + ∂p

∂Ó
grÓ +

+ ≈
ı

∂
∂r ¯rr g rr + ∂

∂Ù
¯rr g rÙ + ∂

∂Ó
¯rr g rÓ +

+ ∂
∂r ¯rÙ gÙ r + ∂

∂Ù
¯rÙ gÙ Ù + ∂

∂Ó
¯rÙ gÙ Ó +

+ ∂
∂r ¯rÓ gÓ r + ∂

∂Ù
¯rÓ gÓ Ù + ∂

∂Ó
¯rÓ gÓ Ó +

+ ¯rr
r
rr + ¯Ù r

r
rÙ

+ ¯Ór
r

rÓ
grr +

+ ¯rr
r

Ù r
+ ¯Ù r

r
Ù Ù

+ ¯Ór
r

Ù Ó
grÙ +

+ ¯rr
r

Ó r
+ ¯Ù r

r
Ó Ù

+ ¯Ór
r

Ó Ó
grÓ +

+ ¯rÙ
r
rr + ¯Ù Ù

r
rÙ

+ ¯ÓÙ
r

rÓ
gÙ r +

+ ¯rÙ
r

Ù r
+ ¯Ù Ù

r
Ù Ù

+ ¯ÓÙ
r

Ù Ó
gÙ Ù +

+ ¯rÙ
r

Ó r
+ ¯Ù Ù

r
Ó Ù

+ ¯ÓÙ
r

Ó Ó
gÙ Ó +

+ ¯rÓ
r
rr + ¯Ù Ó

r
rÙ

+ ¯ÓÓ
r

rÓ
gÓ r +

+ ¯rÓ
r

Ù r
+ ¯Ù Ó

r
Ù Ù

+ ¯ÓÓ
r

Ù Ó
gÓ Ù +

∂¯r

∂t
+ ¯r¯rr + ¯Ù ¯rÙ +¯Ó¯rÓ +

+ 2 g ˙Ù ¯Ó – ˙Ó¯Ù g rr + ˙Ó¯r – ˙r¯Ó g rÙ +

+ ˙r¯Ù – ˙Ù ¯r g rÓ + ˙rC r – r rC ˙ =
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図 2 局所直行座標系
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Ó–成分

∂¯Ó

∂t
+¯r¯Ór + ¯Ù ¯ÓÙ + ¯Ó¯ÓÓ + 2 g ˙Ù ¯Ó – ˙Ó¯Ù gÓ r

+ ˙Ó¯r – ˙r¯Ó gÓ Ù + ˙r¯Ù – ˙Ù ¯r gÓ Ó + ˙ÓC r – rÓC ˙ =

= – 1
ı

∂p
∂r gÓ r + ∂p

∂Ù
gÓ Ù + ∂p

∂Ó
gÓ Ó +

+ ≈
ı

∂
∂r ¯Ór g rr + ∂

∂Ù
¯Ór g rÙ + ∂

∂Ó
¯Ór g rÓ +

+ ∂
∂r ¯ÓÙ gÙ r + ∂

∂Ù
¯ÓÙ gÙ Ù + ∂

∂Ó
¯ÓÙ gÙ Ó +

+ ∂
∂r ¯ÓÓ gÓ r + ∂

∂Ù
¯ÓÓ gÓ Ù + ∂

∂Ó
¯ÓÓ gÓ Ó +

+ ¯rr
Ó
rr +¯Ù r

Ó
rÙ

+¯Ór
Ó
rÓ

grr +

+ ¯rr
Ó
Ù r

+¯Ù r
Ó

Ù Ù
+¯Ór

Ó
Ù Ó

grÙ +

+ ¯rr
Ó
Ó r

+¯Ù r
Ó

Ó Ù
+¯Ór

Ó
Ó Ó

grÓ +

+ ¯rÙ
Ó
rr +¯Ù Ù

Ó
rÙ

+¯ÓÙ
Ó
rÓ

gÙ r +

+ ¯rÙ
Ó
Ù r

+¯Ù Ù
Ó

Ù Ù
+¯ÓÙ

Ó
Ù Ó

gÙ Ù +

+ ¯rÙ
Ó
Ó r

+¯Ù Ù
Ó

Ó Ù
+¯ÓÙ

Ó
Ó Ó

gÙ Ó +

+ ¯rÓ
Ó
rr +¯Ù Ó

Ó
rÙ

+¯ÓÓ
Ó
rÓ

gÓ r +

+ ¯rÓ
Ó
Ù r

+¯Ù Ó
Ó

Ù Ù
+¯ÓÓ

Ó
Ù Ó

gÓ Ù +

+ ¯rÓ
Ó
Ó r

+¯Ù Ó
Ó

Ó Ù
+¯ÓÓ

Ó
Ó Ó

gÓ Ó –

– ¯Ór
r
rr +¯ÓÙ

Ù
rr +¯ÓÓ

Ó
rr grr +

+ ¯Ór
r

rÙ
+¯ÓÙ

Ù
rÙ

+¯ÓÓ
Ó
rÙ

grÙ +

+ ¯Ór
r

rÓ
+¯ÓÙ

Ù
rÓ

+¯ÓÓ
Ó
rÓ

grÓ +

+ ¯Ór
r

Ù r
+¯ÓÙ

Ù
Ù r

+¯ÓÓ
Ó
Ù r

gÙ r +

+ ¯Ór
r

Ù Ù
+¯ÓÙ

Ù
Ù Ù

+¯ÓÓ
Ó

Ù Ù
gÙ Ù +

+ ¯Ór
r

Ù Ó
+¯ÓÙ

Ù
Ù Ó

+¯ÓÓ
Ó

Ù Ó
gÙ Ó +

+ ¯Ór
r

Ó r
+¯ÓÙ

Ù
Ó r

+¯ÓÓ
Ó
Ó r

gÓ r +

+ 1
ı ˝ + 1

3 ≈ ∂
∂r vrr + vÙÙ + vÓÓ gÙr +

+ ∂
∂Ù vrr + vÙÙ + vÓÓ gÙÙ +

+ ∂
∂Ó vrr + vÙÙ + vÓÓ gÙÓ

+ vÙr
r

Ùr + vÙÙ
Ù
Ùr + vÙÓ

Ó
Ùr gÙr +

+ vÙr
r

ÓÙ
+ vÙÙ

Ù
ÓÙ

+ vÙÓ
Ó

ÓÙ gÓÙ +

+ vÙr
r

ÓÓ + vÙÙ
Ù

ÓÓ + vÙÓ
Ó

ÓÓ gÓÓ +

+ vÙr
r

Ùr + vÙÙ
Ù
Ùr + vÙÓ

Ó
Ùr gÙr +

+ vÙr
r

ÙÙ + vÙÙ
Ù

ÙÙ + vÙÓ
Ó

ÙÙ gÙÙ +

+ vÙr
r

ÙÓ
+ vÙÙ

Ù
ÙÓ

+ vÙÓ
Ó

ÙÓ gÙÓ +

– vÙr
r
rr + vÙÙ

Ù
rr + vÓÓ

Ó
rr gÓr +

+ vÙr
r

rÙ + vÙÙ
Ù
rÙ + vÓÓ

Ó
rÙ gÓÙ +

+ vÙr
r

rÓ + vÙÙ
Ù
rÓ + vÓÓ

Ó
rÓ gÓÓ +

+ vrÓ
Ù
rr + vÙ Ó

Ù
rÙ

+ vÓÓ
Ù
rÓ

gÓ r +

+ vrÓ
Ù
Ù r

+ vÙ Ó
Ù

Ù Ù
+ vÓÓ

Ù
Ù Ó

gÓ Ù +

+ vrÓ
Ù
Ó r

+ vÙ Ó
Ù

Ó Ù
+ vÓÓ

Ù
Ó Ó

gÓ Ó –

+ vrÙ
Ù
rr + vÙÙ

Ù
rÙ + vÓÙ

Ù
rÓ gÙr +

vrÙ
Ù
Ùr + vÙÙ

Ù
ÙÙ + vÓÙ

Ù
ÙÓ

gÙÙ +

vrÙ
Ù
Ór + vÙÙ

Ù
ÓÙ

+ vÓÙ
Ù

ÓÓ gÙÓ +

+ vrr
Ù
rr + vÙr

Ù
rÙ + vÓr

Ù
rÓ grr +

vrr
Ù
Ùr + vÙr

Ù
ÙÙ + vÓr

Ù
ÙÓ

grÙ +

vrr
Ù
Ór + vÙr

Ù
ÓÙ

+ vÓr
Ù

ÓÓ grÓ +
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5.2）連続の式

5.3）エネルギー方程式

5.4）濃度分布式

5.5）二種混合の場合は

5.5.1）エネルギー方程式

5.5.2）濃度分布式

5.6）さらに条件を付した，流体の運動が非常に緩やか

な場合

5.6.1）エネルギー式

∂T
∂t

–K T
C p

∂Ò 1
∂c1

p , T
∂c1
∂t

= ◊
pC p

T rrg
rr + T rÙgrÙ

+ T rÓgrÓ + T Ù rg
Ù r + T Ù ÙgÙ Ù + T Ù ÓgÙ Ó

ı T ∂c1
∂t

+ ¯r ∂c1
∂r + ¯Ù ∂c1

∂Ù
+¯Ó ∂c1

∂Ó
=

=ıD c1rrg
rr + c1rÙgrÙ + c1rÓgrÓ +

+ c1Ù rg
Ù r + c1Ù ÙgÙ Ù + c1Ù ÓgÙ Ó +

+ c1Ó rg
Ó r + c1Ó ÙgÓ Ù + c1Ó ÓgÓ Ó +

+ K T
T

T rrg
rr + T rÙgrÙ + T rÓgrÓ +

+ T Ù rg
Ù r + T Ù ÙgÙ Ù + T Ù ÓgÙ Ó +

+ T Ó rg
Ó r + T Ó ÙgÓ Ù + T Ó ÓgÓ Ó +

+
K p
p prrg

rr + prÙgrÙ + prÓgrÓ +

+ pÙ rg
Ù r + pÙ ÙgÙ Ù + pÙ ÓgÙ Ó +

+ pÓ rg
Ó r + pÓ ÙgÓ Ù + pÓ ÓgÓ Ó

+ ıD KT
∂Ò 1
∂c 1

p, T – T ∂Ò 1
∂T p, c1 + Ò 1 – Ò 1

m 1
– Ò 2

m 2
×

× c 1rrgrr + c 1rÙgrÙ + c 1rÓgrÓ +

c 1ÙrgÙr + c 1ÙÙgÙÙ + c 1ÙÓgÙÓ +

c 1ÓrgÓr + c 1ÓÙgÓÙ + c 1ÓÓgÓÓ +

+ KT
T Trrgrr + TrÙgrÙ + TrÓgrÓ +

+ TÙrgÙr + TÙÙgÙÙ + TÙÓgÙÓ +

+ TÓrgÓr + TÓÙgÓÙ + TÓÓgÓÓ +

+
K p
p prrgrr + prÙgrÙ + prÓgrÓ +

+ pÙrgÙr + pÙÙgÙÙ + pÙÓgÙÓ +

+ pÓrgÓr + pÓÙgÓÙ + pÓÓgÓÓ +

+ c 1r + KT
T Tr +

K p
p pr

Ò 1
m 1

– Ò 2
m 2

rgrr +

+ Ò 1
m 1

– Ò 2
m 2

ÙgrÙ + Ò 1
m 1

– Ò 2
m 2

ÓgrÓ +

+ c 1Ù + KT
T TÙ +

K p
p pÙ

Ò 1
m 1

– Ò 2
m 2

rgÙr +

+ Ò 1
m 1

– Ò 2
m 2

ÙgÙÙ + Ò 1
m 1

– Ò 2
m 2

ÓgÙÓ +

+ c 1Ó + KT
T TÓ +

K p
p pÓ

Ò 1
m 1

– Ò 2
m 2

rgÓr +

+ Ò 1
m 1

– Ò 2
m 2

ÙgÓÙ + Ò 1
m 1

– Ò 2
m 2

ÓgÓÓ

ıT ∂s
∂t + ¯r ∂s

∂r +¯Ù ∂s
∂Ù + ¯Ó ∂s

∂Ó =

= ˆrr¯rr + ˆrÙ¯rÙ +ˆrÓ¯rÓ +

+ ˆÙr¯Ùr + ˆÙÙ¯ÙÙ + ˆÙÓ¯ÙÓ +

+ ˆÓr¯Ór + ˆÓÙ¯ÓÙ + ˆÓÓ¯ÓÓ +

+ ıD KT
∂Ò 1
∂c 1

p, T – T ∂Ò 1
∂T p, c1 + Ò 1 – Ò 1

m 1
– Ò 2

m 2
×

ı ∂c
∂t

+ ¯ r ∂c
∂r + ¯ Ù ∂c

∂Ù
+ ¯ Ó ∂c

∂Ó
+

+ Í rrg
rr + Í rÙ grÙ + Í rÓ grÓ +

+ Í Ùr gÙr + Í ÙÙgÙÙ + Í ÙÓgÙÓ +

+ Í Ór gÓr + Í ÓÙgÓÙ + Í ÓÓgÓÓ = 0

ıT ∂s
∂t

+ ¯ r ∂s
∂r + ¯ Ù ∂s

∂Ù
+ ¯ Ó ∂s

∂Ó
=

= ˆ rr¯
rr + ˆ rÙ ¯ rÙ + ˆ rÓ ¯ rÓ +

+ ˆ Ùr ¯ Ù r + ˆ ÙÙ¯ Ù Ù +ˆ ÙÓ¯ Ù Ó +

+ ˆ Ór ¯ Ór + ˆ ÓÙ¯ ÓÙ +ˆ ÓÓ¯ ÓÓ +

+ ◊ T rrg
rr + T rÙgrÙ + T rÓgrÓ

+ ◊ T Ù rg
Ùr + T Ù ÙgÙÙ + T Ù ÓgÙÓ

+ ◊ T Órg
Ór + T ÓÙgÓÙ + T ÓÓgÓÓ

∂ı
∂t +

∂ ı¯r

∂r +
∂ ı¯Ù

∂Ù +
∂ ı¯Ó

∂Ó +

+ ∂ ln g
∂r ı¯r +∂ ln g

∂Ù ı¯Ù + ∂ ln g
∂Ó ı¯Ó = 0

+ ¯Ór
r

Ó Ù
+¯ÓÙ

Ù
Ó Ù

+¯ÓÓ
Ó

Ó Ù
gÓ Ù +

+ ¯Ór
r

Ó Ó
+¯ÓÙ

Ù
Ó Ó

+¯ÓÓ
Ó

Ó Ó
gÓ Ó +

+ 1
ı

˝ + 1
3 ≈ ∂

∂r ¯rr + ¯Ù Ù + ¯ÓÓ gÓ r +

+ ∂
∂Ù

¯rr +¯Ù Ù + ¯ÓÓ gÓ Ù +

+ ∂
∂Ó

¯rr +¯Ù Ù + ¯ÓÓ gÓ Ó
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5.6.2）濃度分布式

5.6.3）さらに濃度の薄い場合

以上の式中に使用されている各添え字付き変数の内容

は以下に示す。

運動方程式

ただし，

とする。

r–成分

Ù–成分

Ó–成分

運動方程式およびその他の方程式に関して

∂vr

∂r
∂vr

∂Ù
– r cos Ó vÙ ∂vr

∂Ó
– rvÓ

∂vÙ

∂r + vÙ

r
∂vÙ

∂Ù
+ vr

r – tan Ó vÓ ∂vÙ

∂Ó
– tan Ó vÙ

∂vÓ

∂r + vÓ

r
∂vÓ

∂Ù
+ sin Ó cos Ó vÙ ∂vÓ

∂Ó
+ vr

r

vrr vrÙ vrÓ

vÙ r vÙ Ù vÙ Ó

vÓr vÓÙ vÓÓ

=

∂
∂Ó

∂vr

∂Ó
– r ∂vÓ

∂Ó

∂
∂Ó

∂vÙ

∂Ó
– tan Ó ∂vÙ

∂Ó
– vÙ

cos 2Ó
1
r

∂vr

∂r + ∂
∂Ó

∂vÓ

∂Ó

∂
∂Ó

∂vr

∂Ù
– r cos Ó ∂vÙ

∂r + r sin Ó vÙ

1
r

∂vr

∂Ó
+ ∂

∂Ó
∂vÙ

∂Ù
– tan Ó ∂vÓ

∂Ó
– vÓ

cos 2Ó
∂

∂Ó
∂vÓ

∂Ù
+ sin Ó cos Ó ∂vÙ

∂Ó
+ cos 2Ó vÙ

∂
∂Ó

∂vr

∂r

∂
∂Ó

∂vÙ

∂r + 1
r

∂vÙ

∂Ó

∂
∂Ó

∂vÓ

∂r + 1
r

∂vÓ

∂Ó

∂
∂Ó

vrr vrÙ vrÓ

vÙ r vÙ Ù vÙ Ó

vÓr vÓÙ vÓÓ

=

∂
∂Ù

∂vr

∂Ó – r ∂vÓ

∂r
∂

∂Ù
∂vÙ

∂Ó – tan Ó ∂vÙ

∂Ù
1
r

∂vr

∂r + ∂
∂Ù

∂vÓ

∂Ó

∂
∂Ù

∂vr

∂r
∂

∂Ù
∂vr

∂Ù – r cos Ó ∂vÙ

∂r
∂

∂Ù
∂vÙ

∂r + 1
r

∂vÙ

∂Ù
1
r

∂vr

∂Ù + ∂
∂Ù

∂vÙ

∂Ù – tan Ó ∂vÓ

∂Ù
∂
∂r

∂vÓ

∂r + 1
r

∂vÓ

∂r
∂

∂Ù
∂vÓ

∂Ù + sin Ó cos Ó ∂vÙ

∂Ù

∂
∂Ù

vrr vrÙ vrÓ

vÙr vÙÙ vÙÓ

vÓr vÓÙ vÓÓ

=

∂
∂r

∂vr

∂Ó – r ∂vÓ

∂r vÓ

∂
∂r

∂vÙ

∂Ó – tan Ó ∂vÙ

∂r
1
r

∂vr

∂r + ∂vÓ

∂Ó – vr

r2

∂
∂r

∂vr

∂r
∂
∂r

∂vr

∂Ù – r cos Ó ∂vÙ

∂r cos Ó vÙ

∂
∂r

∂vÙ

∂r + 1
r

∂vÙ

∂r – vÙ

r2
1
r

∂vr

∂r + ∂
∂r

∂vÙ

∂Ù – tan Ó ∂vÓ

∂r – vr

r2

∂
∂r

∂vÓ

∂r + 1
r

∂vÓ

∂r – vÓ

r2
∂
∂r

∂vÓ

∂Ù + sin Ó cos Ó ∂vÙ

∂r

∂
∂r

vrr vrÙ vrÓ

vÙr vÙÙ vÙÓ

vÓr vÓÙ vÓÓ

=

dia = vr  r + vÙ  Ù + vÓ  Ó

=

≈vr  r + ≈ – 2
3 × dia 1

r2 cos2 Ó
≈vr  Ù

1
r2 ≈vr  Ó

r2 cos2Ó≈vÙ  r ≈vÙ  Ù + ≈ – 2
3 × dia cos Ó 2 ≈ vÙ  Ó

≈vÓ  r r2 1
cos2 Ó

≈vÓ  Ù ≈ vÓ Ó + ≈ – 2
3 × dia

∂ ln g
∂r

∂ ln g
∂Ù

∂ ln g
∂Ó

=

2
r
0

– tan Ó

ˆrr ˆrÙ ˆrÓ
ˆÙr ˆÙÙ ˆÙÓ
ˆÓr ˆÓÙ ˆÓÓ

=

∂c1
∂t

= D (c1 | rrg rr + c1 | rÙ grÙ + c1 | rÓ gr Ó +

+ c1 | Ù rgÙ r + c1 | ÙÙgÙÙ + c1 | ÙÓgÙÓ +

+ c1 | Ó rgÓ r + c1 | ÓÙgÓ Ù + c1 | ÓÓgÓ Ó)

∂c 1
∂t = D [ c 1 | rrgrr + c 1 | r Ùgr Ù +c 1| rÓ grÓ +

+ c 1 | ÙrgÙr + c 1 | ÙÙgÙÙ + c 1 | ÙÓ gÙÓ +

+ c 1 | ÓrgÓr + c 1 | ÓÙgÓÙ + c 1 | ÓÓgÓÓ +

+ KT
T ( T | rrgrr + T | rÙgrÙ + T | rÓgrÓ +

+ T | ÙrgÙr + T | ÙÙgÙÙ + T | ÙÓgÙÓ

+ T | ÓrgÓr + T | ÓÙgÓÙ + T | ÓÓgÓÓ

+ T rÓgrÓ + T Ù rg
Ù r + T Ù ÙgÙ Ù + T Ù ÓgÙ Ó

+T Ó rg
Ó r + T Ó ÙgÓ Ù + T Ó ÓgÓ Ó
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スカラー量（c1, T, pに関して）の共変微分は

また，スカラー量の一階共変微分は通常の偏微分と同

じであるから

である。

6）結　言

本第一報においては二種の微量物質の混合と分子拡散

運動に関する方程式系を詳しく述べた。これらの式は分

子運動が支配的となる宇宙空間とくに，対流圏以上の成

層圏，中間圏における物質の混合，拡散を対象として取

り扱うことに適している。目的に応じて，それぞれの方

程式を組合せることができるが本文においては特に，二

種混合気体の拡散を中心に述べている。運動方程式，連

続方程式，エネルギー方程式，拡散方程式は一般曲線座

標と直交曲線座標系において示した。本報告はさらに乱

流現象を含む，より実際的な場合に適用できる方程式を

導くにあたっての基礎となる方程式系を得た。
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√i ≡ √, i = ∂√
∂xi

∂
∂Ó

∂√
∂r – 1

r
∂√
∂Ó

∂
∂Ó

∂√
∂Ù + tan Ó ∂√

∂Ù
∂

∂Ó
∂√
∂Ó + r ∂√

∂r

∂
∂Ù

∂√
∂r – 1

r
∂√
∂Ù

∂
∂Ù

∂√
∂Ù r cos Ó ∂√

∂r – 1
2 sin 2Ó ∂√

∂Ó
∂

∂Ó
∂√
∂Ù + tan Ó ∂Ó

∂Ù

∂
∂r

∂√
∂r

∂
∂Ù

∂√
∂r – 1

r
∂√
∂Ù

∂
∂Ó

∂√
∂Ù – 1

r
∂√
∂Ó

√rr √rÙ √rÓ

√Ùr √ÙÙ √ÙÓ

√Ór √ÓÙ √ÓÓ

=

∂Tr

∂r
∂Tr

∂Ù – r cos ÓTÙ ∂Tr
∂Ó – rTÓ

∂TÙ
∂r + TÙ

r
∂TÙ
∂Ù + Tr

r – tan ÓTÓ
∂TÙ

∂Ó – tan ÓTÙ

∂TÓ
∂r + TÓ

r
∂TÓ

∂Ù + sin Ó cos ÓTÙ
∂TÓ
∂Ó + Tr

r

Trr TrÙ TrÓ

TÙr TÙÙ TÙÓ

TÓr TÓÙ TÓÓ

航空宇宙技術研究所資料 720号16




















= 


























= 







This document is provided by JAXA.



付録 1）一般曲線座標系における各種偏微分関係式

の表示法

付録 1）の目　次

1）座標系の定義と定義式
2）スカラー関数 Óの共変微分および 2階の共変微分もテ

ンソルであること

3） （̨˛√）の反変成分，共変成分表示式およびその導き方

3.1）共変成分に関して

が成立する。

3.2）反変成分に関して

が成立する

4）反変ベクトルの共変微分 vi| jが一般曲線座標系におい

てテンソルであることの証明すなわち，

が成立する

5）2階の偏微分関係式 ˛2vの一般曲線座標表示式がテン
ソル量であり

であること

6）ベクトルの共変微分とテンソルの共変微分の間に

または，

なる関係が成立する

7）移流項（vgrad）v, (= vÇ vÏ, Ç eÏ)の一般曲線座標表示式

8）2階微分関係式 grad·(div v) の一般曲線座標表示式

が成立する

9）共変ベクトルの共変微分

が成立する

10） がテンソルであること，交代記号 eijkに重み

を付けた は交代テンソルであること，ま

た同様に，交代記号 e i j k に重み を付けた

は交代テンソルであること，および，˙×r＝
˙i rj Èijk gkがテンソルであること

11）参考文献

本文中に利用されるスカラー，テンソル，ベクトルに

関する各種の式や式の変形法などを本付録にその主要な

部分を記述した。これらの式は絶対的な空間に成り立つ

関係ではなく，ある空間内の相対的な局所領域で成り立

つ関係式である。特にテンソル量はこの空間においての

み成り立つものであり，座標系に依存しない，すなわち

座標交換によって変わらない量であることを特徴として

いる。したがって，物理的量を対称として考える場合そ

の量がテンソル量であるかどうかを調ておくことは重要

である。テンソル量ならば一般曲線座標系で成り立つこ

とは，より一般に考え易い座標系である直交直線座標系

でも成り立つわけである。しばしば利用される共変 2階
メトリック・テンソル gijの共変微分に関して

が成り立つことはこの直交直線座標系で Christoffel記号が

零であることを考慮するとすぐに理解できる関係式である。

1）座標系の定義と定義式

一般曲線座標系における座標の表示を xiとし，そのと

きの反変基底ベクトルを gi,共変基底ベクトルを g iとする。

また，直交直線座標系の座標を yÏとし，単位ベクトルは

反変単位ベクトルを ei, 共変単位ベクトルを eiとする。た

だし，ei＝ eiである。簡略化の場合や間違いの生じない場

合は記号

等を用いる，またテンソルの微分表示は慣例に従って

と記述する。

このとき，以下の変数，記号を定義する。

ただし，（a, b, c），（i, j, k），(l, m, n)―系は一般曲線座標を
表し（Ï, Ç, Î）―系は直交直線座標を表すものとす。

定義 1

定義 2

定義 3 k
j i

= gi , j gk = ∂
∂x i

∂yÏ

∂x j
∂x k

∂yÏ = ∂
∂x i

∂yÏ

∂x j
∂yÏ

∂x k

gi = ∂r
∂xi

gi = ∂r
∂x i

= ∂xl

∂x i

∂r
∂xl = gij ∂xl

∂x j
∂r
∂xl = gijJ j

l ∂r
∂xl = gijJ j

l g l

∂√
∂xa = √, a

Ji
Ï = ∂yÏ

∂xi , Ji
a = ∂xa

∂xi

gij k ≡
∂gij

∂xk – glj
l
ik – gil

l
ik = 0

1
gij

eijk

1
gij

gij e ijkgij

˙ × r

div grad T = ∂
∂xi

∂T
∂x j – k

i j
∂T
∂xk gij

grad ⋅ divv = vi i , j + vl i
i
j l – vi l

l
i j g jk ⋅ g k ≡ vi i , jg jkg k

v grad v =viv j
i gj = vi ∂vj

∂x i + vk j
i k

gj

v i j k = vl j g l , k gi – vi l
l

j k

vi j k = v, jkgi – vi l
l

j k

∇2v = vi j ,k+vl j
i
kl – vi l

l
jk g jkg i

vi j = ∂vi

∂x j + vk i
j k =∂xi

∂xl
∂xm

∂x j
∂xl

∂xm +vn l
m n = jl

i j j
mvl m

∇2Ó = 1
g

∂
∂x j ggij ∂Ó

∂xi

∇2Ó = Ó i
i = Ó ijg

ij
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定義 4

定義 5

定義 6

定義 7

定義 8

定義 9

以下の各証明においてはベクトル表示式を利用した方

が明らかに有利な場合を除いて原則的にベクトル表示式

は利用しない。

2）スカラー関数 Óの共変微分および 2階の
共変微分もテンソルであること

スカラー関数 Óの共変微分は，普通の微分と同じになる

から

ここに，aは iと異なる座標系の指標である。

上式より一階の共変微分 Ó｜iは一般の共変ベクトルと同

じ座標変換を受けることが分かる。したがって，テンソ

ルである。また，Ó｜iはベクトル i―成分と考えることが

できる。

スカラー関数 √の 2階共変微分，すなわち共変ベクトルの
一階微分を意味する ˛(˛√)の式に関して一般曲線座標系にお
ける（i, j. k）―座標系から（a, b, c）―座標系への変換を行う。

において，右辺第一項は

また，右辺第二項は，

したがって，

ここで，

であることを利用した。

以上でスカラー関数の 2階微分はテンソルであることが
証明された。

3）˛(˛√)の反変成分，共変成分表示式
およびその導き方

発散の式は と表示できることは次のように

して証明できる。

直交直線座標系で

が成立する。一方一般曲線座標系においては ˛√=Êi g iが

成立するものとする。すると

すなわち，

したがって，直行直線座標系で成立する関係式から一般

曲線座標系でも同じような形式の関係式がなりたつこと

がわかる。

3.1）共変成分に関して

が成立する

証　明

∇2√ = ∂
∂yÏ

∂Ó
∂yÏ = ∂

∂yÏ JÏ
i ∂Ó

∂xi =

= ∂
∂yÏ JÏ

i ∂Ó
∂xi + JÏ

i ∂
∂yÏ

∂Ó
∂xi =

= JÏ
j ∂

∂x j JÏ
i ∂Ó

∂xi + JÏ
i JÏ

j ∂
∂x j

∂Ó
∂xi =

= JÏ
j JÏ

k Jk
Ï ∂

∂x j JÏ
i ∂Ó

∂xi + JÏ
i JÏ

j ∂
∂x j

∂Ó
∂xi =

∇2Ó = Ó i
i = √ ijg

ij

∇√ = ∂√
∂xi gi

√ i = ∇√g i = ∂√
∂yÏ eÏ ∂r

∂xi = ∂√
∂yÏ eÏ ∂yÇ

∂xi eÇ =

= ∂√
∂yÏ

∂yÇ

∂xi eÏeÇ = ∂√
∂yÏ

∂yÇ

∂xi ËÇ
Ï = ∂√

∂xi

∇√ = ∂√
∂yÏ eÏ

∇√ = ∂√
∂xi gi

J j
b ∂
∂xb Ji

a ∂√
∂xa – J j

a ∂√
∂xb

∂
∂xa Ji

b = 0

Ó i j ≡ √ ij = √ i , j – √k
k
i j =

= Ji
aJ j

b ∂
∂xb

∂√
∂xa – ∂√

∂xc
a

b c +

+ J j
b ∂
∂xb Ji

a ∂√
∂xa – J j

a ∂√
∂xb

∂
∂xa Ji

b =

= Ji
aJ j

b ∂
∂xb

∂√
∂xa – ∂√

∂xc
a

b c ≡Ji
aJ j

b√ab

= ∂√
∂xk J j

aJb
k ∂
∂xa Ji

b + ∂√
∂xc J j

aJi
b c

a b

= ∂√
∂xk JÏ

k J j
a ∂
∂xa Ji

bJb
Ï = ∂√

∂xk JÏ
k J j

a ∂
∂xa Ji

b Jb
Ï + Ji

b ∂
∂xa Jb

Ï =

= ∂√
∂xk J j

aJb
k ∂
∂xa Ji

b + ∂√
∂xk J j

aJi
bJÏ

k ∂
∂xa Jb

Ï =

= ∂√
∂xk J j

aJb
k ∂
∂xa Ji

b + ∂√
∂xk J j

aJi
bJÏ

k Jc
ÏJÏ

c ∂
∂xa Jb

Ï =

∂ ∂

∂
∂xk

k
i j = ∂√

∂xk JÏ
k ∂

∂x j
∂yÏ

∂xi =

∂
∂x j

∂√
∂x j = ∂

∂x j
∂xa

∂xi
∂√
∂xa = ∂

∂x j
∂xa

∂xi
∂√
∂xa + ∂xa

∂xi
∂

∂x j
∂√
∂xa =

= J j
b ∂
∂xb ji

a ∂√
∂xa + Ji

aJ j
b ∂

∂xb
∂√
∂xa ,

∂√
∂xi j ≡ ∂

∂x j
∂√
∂xi – ∂√

∂xk
k

i j

Ó i = ∂Ó
∂xi = ∂Ó

∂xa
∂xa

∂xi = Ó a ∂xa

∂xi = Ji
aÓ a

v ∇ v = v grad v=viv i = vi vkg k i = vi vki g k

v ∇ = v grad = vig i jg i = vi j Ëi
j = vi i

∇√ = grad √ = √ jg j

∇v = grad v = v j gj = vi gi j
gj

= vi
j gi gj = vi

j
Ë j

i = vi

vi j = ∂vi

∂x j + vk i
j k , vi j = ∂vi

∂x j – vk
k
i j

– k
j i

= g, j
k gi = ∂

∂x i
∂x k

∂yÏ
∂yÏ

∂x j = ∂
∂x i

∂yÏ

∂x k

∂yÏ

∂x j
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3.2）反変成分に関して

が成立する

証　明

この式の

第一項

第二項

以上をまとめると，

Christoffel記号に関する公式を利用すると上式は

であるから

を得る。

ここに，関数式

を利用した。

4）反変ベクトルの共変微分 vi｜jが一般曲線座標系
においてテンソルであることの証明すなわち，

が成立する。

証　明

一般曲線座標系において（i, j, k）―座標系から（l, m, n）

―座標系への変換を考える。

ゆえに，

ここで，

であるから，よって

以上で v i｜jはテンソルであることが証明された。

5）2階の偏微分関係式 ˛2vの一般曲線座標
表示式がテンソル量であり

であること

証　明

まず，次の関係式を示すことから始める。

ここでは，次の二の方法を示す。

反変ベクトルは次の関係式を満たす。

これは，一般曲線座標系である（a, b, c）―座標系と直交

直線座標系である（Ï, Ç, Î）―座標系間の変換を意味して
いる。

イ）ベクトルの反変変換を最初から利用する。

ロ）ベクトルの反変変換を式変形の途中で導入する。

ここで，座標系間の反変変換式を考慮すると

∂vÇ

∂yÏ = JÏ
a ∂vÇ

∂xa = ∂
∂xa JÏ

a vÇ – ∂
∂xa JÏ

a vÇ =

= ∂
∂xa JÏ

a Jb
ÇJÇ

bvÇ – ∂
∂xa JÏ

a Jb
ÇJÇ

bvÇ =

∂vÇ

∂yÏ = ∂
∂yÏ J a

Ç va + J a
Ç ∂va

∂yÏ = J Ï
b ∂

∂x b J a
Ç va + J a

ÇJ Ï
b ∂va

∂x b =

= J Ï
b J c

ÇJ Ç
c ∂

∂x b J a
Ç va +J a

ÇJ Ï
b ∂va

∂x b = J Ï
b J a

Ç a
b c

vc + J Ï
b J a

Ç ∂va

∂x b

vÇ = Ja
Çva

∂vÇ

∂yÏ = ∂xa

∂yÏ
∂yÇ

∂xb
b

a c vc + ∂vb

∂xa

∇2
v = vi

j , k + vl
j

i
k l

– vi
l

l
j k

g jkg i

vi j = ∂vi

∂x j + vk i
j k = J j

mJl
i ∂xl

∂xm + vn l
m n

J j
l ∂
∂xl Jm

i vm – J j
m ∂

∂xm Jl
i vl = 0

vi j = ∂vi

∂x j + vk i
j k =

= J j
mJl

i ∂xl

∂xm + vn l
m n +J j

l ∂
∂xl Jm

i vm – J j
m ∂

∂xm Jl
i v 0

l

vk i
j k = – vk ∂yÏ

∂xk
∂

∂x j JÏ
i = – vk ∂yn

∂xk
∂yÏ

∂xn
∂xm

∂x j
∂

∂xm JÏ
l Jl

i =

= – vnJ j
m∂yÏ

∂xn
∂

∂xm JÏ
l Jl

i + ∂xl

∂yÏ
∂

∂xm Jl
i =

= vnJ j
mJl

i l
m n – vnJ j

mJn
ÏJÏ

l ∂
∂xm Jl

i = vnJ j
mJl

i l
m n – vlJ j

m ∂
∂xm Jl

i

∂vi

∂x j = ∂xl

∂x j
∂vi

∂xl = J j
l ∂
∂xl Jm

i vm = J j
l Jm

i ∂vm

∂xl + J j
l ∂
∂xl Jm

i vm

vi j = ∂vi

∂x j + vk i
j k =∂xi

∂xl
∂xm

∂x j
∂xl

∂xm + vn l
m n = Jl

iJ j
mvl m

J = g

∇2Ó = ∂
∂x j gij ∂Ó

∂xi + 1
g

∂ g
∂xk gik ∂Ó

∂xi = 1
g

∂
∂x j ggij ∂Ó

∂xi

∇2Ó = ∂
∂x j gij ∂Ó

∂xi + 1
J

∂ J
∂xk gik ∂Ó

∂xi

∇2Ó = – gjk i
j k

∂Ó
∂xi + ∂

∂x j gij ∂Ó
∂xi + i

j k g jk ∂Ó
∂xi + j

j k g jk ∂Ó
∂xi =

= ∂
∂x j gij ∂Ó

∂xi + gik j
j k

∂Ó
∂xi

= ∂
∂x j JÏ

i JÏ
j ∂Ó

∂xi – ∂
∂x j JÏ

i JÏ
j ∂Ó

∂xi – JÏ
i ∂

∂x j JÏ
j ∂Ó

∂xi =

= ∂
∂x j gij ∂Ó

∂xi – Jk
Ï ∂

∂x j JÏ
i JÏ

k JÏ
j ∂Ó

∂xi – JÏ
i Jk

Ï ∂
∂x j JÏ

j JÏ
k ∂Ó

∂xi =

= ∂
∂x j gij ∂Ó

∂xi + i
j k g jk ∂Ó

∂xi + i
j k gik ∂Ó

∂xi

=JÏ
j JÏ

k Jk
Ï ∂

∂x j JÏ
i ∂Ó

∂xi = – gjk i
j k

∂Ó
∂xi

∇2Ó = ∂
∂yÏ

∂Ó
∂yÏ = ∂

∂yÏ JÏ
i ∂Ó

∂xi + JÏ
i ∂

∂yÏ
∂Ó
∂xi

∇2Ó = 1
g

∂
∂x j ggij ∂Ó

∂xi

= – gjk i
j k

∂Ó
∂xi + gij ∂

∂x j
∂Ó
∂xi =

= ∂
∂x j

∂Ó
∂xi

k
j i

∂Ó
∂xk gij = Óijgij
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以上で両方法によって反変ベクトル成分の共変微分式を

得ることができた。

次に ˛2vの i成分 v i｜j
j がテンソルであることの証明をす

る。

付録 2の 7）公式において示したように ˛2vはベクトル量
であるから，あるベクトル uの内積をとるとスカラー量
になる。すなわち，…をあるスカラー量とすると

˛2v · u = …

成分表示すると，

となり変数変換により変化しない量であるから，あきら

かにスカラー量であることがわかる。ゆえにテンソルの

商法則により ˛2vはテンソル量であるといえる。
つづいて ˛2vの表示式を導く。まず，直交直線座標系 yÏ

と一般曲線座標系 xÏの間の関係式を導く。

直行直線座標系では

である。ここで，

利用した。

一方，一般曲線座標系では，

である。

直交直線座標系での ˛2vの右辺は

ここで［ ］内を

とおく。

ここで，

を利用した。これが標題で示した式である。

6）ベクトルの共変微分とテンソルの共変微分の間に

または，

なる関係が成立する

上式は 2階テンソル vi｜j の x kに関する共変微分はベクト

ル v, j＝ vi｜j giの共変微分，v, jk≡(vl｜jg l), kの gi成分と基

底ベクトル g iとの内積と右辺第二項の Christoffel記号を

含む項との和を意味している。

証　明

vi｜jkは 2階のテンソル vi｜jの xkに関する共変微分と考え

ると付録 2）の 5）公式 5から

とし，

を得る。また，v, j＝ vi｜jgiなるベクトルを考える。すな

わちベクトル vの jに関する微分は共変ベクトル成分の i

の jに関する共変微分 vi｜jと基底ベクトル giの積で表され

るものとする。このベクトルの共変微分は

この式と上に得た vij｜k式から

v, j , k = vi jgi , k = vi j kgi = vi j k – vl j
l

j k gi

vijk =vi j,k – vl j
l

i j – vil
l

j k

Tij =vi j= vi, j – vl
l

i j

vi j k= vl igl , kg i – vi l
l

j k

vi j k = v, jkg i – vil
l

j k

Jc
Çe Ç = g c

∂
∂yÏ

∂vÇ

∂yÏ = ∂
∂yÏ JÏ

b Jc
ÇH a,b,c + Ja

b ∂
∂yÏ Jc

Ç H a,b,c + JÏ
b Jc

Ç ∂
∂yÏ H a,b,c =

=JÏ
d ∂

∂xd JÏ
b H a,b,c Jc

Ç + JÏ
d ∂

∂xd Jc
Ç H a,b,c JÏ

b + JÏ
d ∂

∂xd H a,b,c JÏ
b Jc

Ç =

=Je
Ï ∂

∂xd JÏ
b H a,b,c JÏ

e JÏ
d Jc

Ç + JÇ
e ∂

∂xd Jc
Ç H a,b,c JÏ

b JÏ
d Je

Ç +

+ ∂
∂xd H a,b,c JÏ

b JÏ
d Jc

Ç =

= – b
d e H a,b,c gdeJc

Ç + e
c d H a,b,c gbdJe

Ç + ∂
∂xd H a,b,c gbdJc

Ç =

= – e
b d H a,e,c gbdJc

Ç + c
d e H a,b,e gbdJc

Ç + ∂
∂xd H a,b,c gbdJc

Ç =

= ∂
∂xd H a,b,c + c

d e H a,b,e – e
b d H a,e,c gbdJc

Ç =

= vcb ,d + veb
c

d e – vc e e
b d gbdJc

Ç

H a,b,c ≡ c
a b va + ∂vc

∂xb

∂
∂yÏ

∂vÇ

∂yÏ = ∂
∂yÏ JÏ

b Jc
Ç c

a b va + ∂vc

∂xb

∇2v = ∂
∂x a

∂v
∂x a = ∂

∂x a

∂ vb gb

∂x a = ∂
∂x a vb a gb =

= vb aagb = vb aaJ b
Ç eÇ

∂e Ç
∂yÏ

= 0

∇2v = ∂
∂yÏ

∂v
∂yÏ = ∂

∂yÏ
∂ vÇe Ç

∂yÏ = ∂
∂yÏ

∂v
∂yÏ e Ç

vi
j
jg i ⋅ u kgk =vi

j
j ⋅ u i = vacb ⋅u dJa

i Jb
jJ j

cJi
d = vacbu dËa

dËb
c = va

b
bu a

∂
∂xa JÏ

a Jb
Çvb – ∂

∂xa JÏ
a Jb

Çvb =

= ∂
∂xa JÏ

a Jb
Çvb + JÏ

a ∂
∂xa Jb

Ç vb + JÏ
a Jb

Ç ∂vb

∂xa –

– ∂
∂xa JÏ

a Jb
Çvb = JÏ

a Jc
ÇJÇ

c ∂
∂xa Jb

Ç vb + JÏ
a Jb

Ç ∂vb

∂xa =

= JÏ
a Jb

Ç c
a b vb +JÏ

a Jb
Ç ∂vb

∂xa
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が得られる。

7）移流項（v grad）v, (＝ vÇvÏ, Çe
Ï)の

一般曲線座表示式

証　明

ベクトル表示式の関係においては

が得られる。共変微分 v i｜iは定義 5により与えられる。
また，3）において示したように，一般曲線座標で成立す
る発散の式は直交直線座標系においても式の形は変わら

ないから

この式が標題に示した右辺の式である。ベクトル表示法

によっても同じ結果が得られる。

次にこの移流項はテンソル量であることを証明する。

ベクトル viは次の座標交換を受ける

また，4）において反変ベクトルの共変微分はテンソルで
あることが証明されているから

よって

が成立する。したがって移流項はテンソル量である。

8）2階微分関係式 grad · (div v)の
一般曲線座標表示式

が成立する。

証　明

次の grad·(divv)とベクトル uとの内積を考える。

すなわち，座標軸の変換によって変化しない量であるか

らスカラー量である。したがって，grad · (divv)はテンソ
ル量である。まず，div vがテンソル量であることの証明
をする。いま，一つのベクトル uとの内積を考える。

これも座標変換によって変化しない量であるから div ·vは
テンソル量である。テンソル量の gradはテンソル量の微

分公式が利用できる。よって，関係式

を得る。

9）共変ベクトルの共変微分

が成立する。

証　明

である。

10）w× rがテンソルであること，

交代記号 eijkに重み

を付けた は交代テンソルであること，ま

た同様に，交代記号 e ijkに重み を付けた

は交代テンソルであること，および，˙× r＝ ˙ ir jÈ ijk gk

がテンソルであること

証　明

行列式の成分をgijとして

の行列式を考える。

ここに J = Ji
a

g = gij = Ji
a j j

b gab = J 2 gab

gij = Ji
aJ j

bgab

1
gij

eijk1
gij

gij e ijkgij

div grad T = grad T i ⋅ gi = T j ⋅ gj
i ⋅ gi = T j i ⋅ gi gj =

= T ij ⋅ gij = ∂
∂x i

∂T
∂x j – k

i j
∂T
∂x k g ij

div grad T = ∂
∂xi

∂T
∂x j – k

i j
∂T
∂xk gij

grad ⋅ div v = vk
k
i g i = vkk , j + vlk

k
j l – vkl

l
k j g i =

= vkk , jgij ⋅ g i

u.˙.div v = uiw j vkl g i ⋅ g j ⋅ g k ⋅ gl = uiwi vkk =

= Ja
i Ji

bJc
kJk

duawb vcd = uawa vcc

u. grad ⋅ div v = u igi div v j ⋅ g j = u i ⋅ gi vl
k
jg lgkg j =

= ui ⋅ vk
k
i = Ji

aJb
kJc

i Jk
du a ⋅ vb

d
c = ua ⋅ vb

b
a

grad ⋅ div v = vii , j + vli
i
j l – vil

l
i j g jk ⋅ g k ≡ vii , jg jkg k

viv j i = Ja
i Jb

jJk
ava vb a = Jk

agijgab vavb a

v jk = Jb
jJk

cvbc

vi = Ja
i va

vÇvÏ, Ç = J j
Çv jJÇ

j ∂
∂x j Ji

Ïvi = vi ∂
∂x j Ji

Ï vi + Ji
Ï ∂vi

∂x j =

= vj k
ij vi Jk

Ï + Ji
Ï ∂vi

∂x j = Ji
Ï ∂vi

∂x j + vk i
ik

v grad v = vigi ⋅ v kgk = viv jkg igk g j = viv jkËi
kg j = viv jig i

v grad v = viv jig j = vi ∂v j

∂xi + vk j
i k g j

vijk = v, j , kg i – vil
l

j k
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行列式 の展開式は

であるから上式に代入すると

を得る。ここで

とすると

となり e ijkはテンソル量ではないが È ijkはテンソル量である

ことが証明された。È ijkがテンソル量であることが分か

ったので

の関係で反変テンソルから共変テンソルが導入される。

ただし，交代記号 elmnと共変テンソル Èlmnの間には

なる関係がある。

さらに，上に得られた Èabcの両辺に gal gbmgcnを乗ずると

が得られ，交代共変テンソルの座標変換が得られる。

ただし，この式の変形において

の変換を利用した。

よって ˙× rの k成分はテンソル量であることが分か

る。

i ,  j 成分についても同様に証明できる。したがって，
˙× rはテンソル量である。

11）参考文献

1）多谷虎男；力学におけるテンソルと変分解析［上］
［下］，（1980），学会出版センター

2） I. S. SOKOLNIKOFF; TENSOR ANALYSIS THEO-
RY AND APPLICATIONS TO GEOMETRY AND
MECHANICS  OF  CONTINUA second  ed i t i on ,

(1964), John Wiley and Sons, Inc

˙ × r k = wir jÈ ijk = JÏ
i JÇ

j wÏwÇJi
aJ j

bJk
cÈabc = Jk

cwarbÈabc = Jk
c ˙ × r c

Ji
aJ j

bJk
cgalgbmgcn = Jl

aJm
b Jn

cgaigbjgck

È lmn = Jl
aJm

b Jn
cÈabc

È lmn = gij e lmn

È lmn = gilg jmgknÈijk

Èabc = Ji
aJ j

bJk
cÈijk

Èabc = eabc

gab
, Èijk = eijk

gij

eabc

gab
= ji

aJ j
bJk

c eijk

gij

J =
gij

gab

eabc J = Ji
aJ j

bJk
ceijk

J = ∂xa

∂xi
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付録 2）一般曲線座標系において使用される公式

付録 2の目次
1）公式 1：　座標変換の行列式のテンソル表示

，ただし， の余因子である。

2）公式 2：
座標変換行列の変換係数による微分式のテンソル表示

3）公式 3
Christoffel記号の中に同じ指標を持つ場合の表示式

4）公式 4
テンソルの微分法

または，直交直線座標系 yÏを考慮すると，

注意）

であって 0ではない。
5）公式 5：

2階テンソルの共変微分

6）公式 6：
反変変数と共変変数の微分関係

また，

直交直線座標系においては，

なる関係式が成り立つ。

7）公式 7：ベクトル公式

8）参考文献

ここにおいて使用する記号，変数は全て付録 1と同じ
とする。

1）公式 1 座標変換の行列式のテンソル表示

および ，ただし の余因子

である。

証明

直交座標変換に関して次の関数式が成立する。

この関係式の行列式は

直交直線座標系では であるから， と

なる。

また，行列の展開式を余因子を使って表わすと上掲の式

を得る。

2）公式 2 座標変換行列式の変換係数による

微分式のテンソル表示

証　明

Ji
jを行列の要素とする行列式の展開は

∂ J
∂Jl

i = 1
2 Jm

j Jn
ke ijkelmn

∂
∂xl

∂ J
∂Jl

i = ∂
∂xl J Ji

l = 0

gij = J 2gÏÇ = 1

g ij = J i
Ï J j

Ç ⋅ g Ï Ç = J 2 g Ï Ç

gij = Ji
ÏJ j

ÇgÏÇ,

∆Ïiは
∂yÏ

∂xiJ = Ji
Ï = ∂yÏ

∂xi ∆Ïi

J = gij = g

∇2v = ∇ × ∇ × v + ∇ ∇ v

∂yÏ

∂xi = ∂yÏ

∂x i

∂x i
∂x j = gij = g ji =

∂x j

∂xi , ∂xi

∂x j
= gij = gji = ∂x j

∂x i

∂xa

∂xi = Ji
a, ∂xa

∂x i
= J j

agij, ∂x a
∂xi = Ji

bgab, ∂x a
∂x i

= Jb
agibgaj

(1)

(2)

(3)

(4)

Tijk = Tij,k – Tlj
l

i k – Til
l

j k

T j
i
k = Tj,k

i + Tj
l i

k l – Tl
i l

j k

Ti
j
k = Ti,k

j – Tl
j l

i k + Ti
l j

k l

Tij
k = T ,k

ij + Tlj i
k l + Til j

k l

∂
∂xa

∂xa

∂xi = j
i j – a

b a ji
b

k
i j = ∂xk

∂yr
∂

∂xi
∂yr

∂x j

– c
a b = ∂yÇ

∂xb
∂

∂xa
∂xc

∂yÇ

∂
∂xi

∂xc

∂x j = k
i j

∂xc

∂xk – c
a b

∂xa

∂xi
∂xb

∂x j

∂
∂xa

∂xk

∂xb = c
a b

∂xk

∂xc – k
i j

∂xi

∂xa
∂x j

∂xb

j
j i = 1

J
∂ J
∂xi = ∂

∂xi J j
Ï JÏ

j

∂ J
∂Jl

i = 1
2 Jm

j Jn
kelmne ijk

∂
∂xl

∂ J
∂Jl

i = ∂
∂xl J Ji

l = 0

∆Ïiは
∂yÏ

∂xiJ = Ji
Ï = ∂yÏ

∂xi ∆Ïi

J = gij = g
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と表すことができる。また，次のようにも表すことがで

きる。

ここで，

この関係式を利用すると

また，行列式 Jは次のようにも表わすことができる。

の余因子である。したがって，

が成立する。

また，上に得られた式の両辺を x lで除すると

ここで であるから

を得る。したがって，括弧の中は 0ではないから

である。よって，

である。

3）公式 3 Christoffel記号の中に

同じ指標を持つ場合の表示式

証　明

座標軸変換係数 J Ï
iの行列式を｜J｜で表すと

ここに の余因子である。

行列式｜J Ï
i｜を xjで微分すると

右辺第二項の余因子»Ïiは xjを含まないから 0である。

また， より

あるから，したがって

式を整理すると次式を得る，

なお，右辺最後の項に関しては，公式 4参照。

4）公式 4 テンソルの微分法

二つの座標系の指標を（i, j, k)と(a, b, c)として両座標系間
の変換関係を意味する

または，直交直線座標系 yÏを導入すると，

および，

なる関係式を得る。

証　明

この関係式は，一般曲線座標系において指標（i, j, k）を

持つ座標系と指標（a, b, c）を持つ座標系の間に成りたつ

ものである。したがって，直交直線座標系における指標

（Ï, Ç, Î）を持つ座標系を仲介として上掲の関係式を導く。
付録 1の定義 3により，

i
j k = ∂xi

∂yÏ
∂

∂x j
∂yÏ

∂xk =JÏ
i J j

b ∂
∂xb Jk

cJc
Ï =

=JÏ
i J j

b ∂
∂xb Jk

c Jc
Ï + Jk

c ∂
∂xb Jc

Ï =

=JÏ
i J j

b ∂
∂xb Jk

c Jc
Ï + Jk

cJa
ÏJÏ

a ∂
∂xb Jc

Ï =

– c
a b = ∂yÇ

∂xb
∂

∂xa
∂xc

∂yÇ

k
i j = ∂xk

∂yÎ
∂

∂xi
∂yÎ

∂x j

∂
∂xi

∂xc

∂x j = k
i j

∂xc

∂xk – c
a b

∂xa

∂xi
∂xb

∂x j

∂
∂xa

∂xk

∂xb = c
a b

∂xk

∂xc – k
i j

∂xi

∂xa
∂x j

∂xb

1
J

∂ J
∂xi = ∂

∂xi J j
Ï JÏ

j ≡ j
j i

∂ J
∂x j = ∂

∂x j Ji
Ï J JÏ

i

∆Ïi = J JÏ
iJ = Ji

Ï∆Ïi

∂ |J |
∂x j = ∂

∂x j J i
Ï ∆Ïi +

+ J i
Ï ∂

∂x j
∆Ïi

∆ÏiはJi
ÏJ = Ji

Ï = Ji
Ï ∆Ïi

j
j i = 1

J
∂ J
∂xi = ∂

∂xi JJ
Ï JÏ

j

∂
∂xl

∂ J
∂Jl

i = ∂
∂xl J Ji

l = 0

∂
∂xl Jm

j Jn
k = 0

∂
∂xl Jm

j Jn
ke ijkelmn – ∂

∂xm Jl
j Jn

ke ijkelmn =

= ∂
∂xl Jm

j Jn
k e ijkelmn – e ijkem ln = 0

∂
∂xl Jm

j = ∂
∂xm Jl

j

∂
∂xl

∂ J
∂Jl

i = ∂
∂xl J Ji

l = ∂
∂xl Jm

j Jn
ke ijkelmn

∂ J
∂Jl

i = ∆il = J Ji
l = 1

6 Jl
iJm

j Jn
kJi

le ijkelmn = 1
6 Jl

iJi
l Jm

j Jn
ke ijkelmn

= 1
2 Jm

j Jn
ke ijkelmn

J = Jl
i∆il , ∆ilはJl

i

6 J = Jl
iJm

j Jn
ke ijkelmn

elmne lmn = Ël
lËm

mËn
n – Ël

lËn
mËm

n + Ëm
l Ën

mËl
n – Ëm

l Ël
mËn

n

+ Ën
l Ël

mËm
n – Ën

l Ëm
mËl

n

= Ël
lËm

mËn
n – Ël

lËm
m + Ël

l – Ëm
mËn

n + Ël
l – Ëm

mËn
n

= Ël
lËm

mËn
n – 3 Ël

lËm
m + 2Ël

l = 2×3 = 6

J e lmn= Jl
iJm

j Jn
ke ijk

J e lmnelmn= Jl
iJm

j Jn
ke ijkelmn

J = J1
i J2

jJ3
ke ijk
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両辺に Jd
iを乗ずる，

よって，

を得る，これが標題における第一式である。
ここで，もし（a, b, c）―座標系を直交直線座標系にと

るとChristoffel記号の値は

である。ただし， を利用した。

指標（a, b, c）を持つ一般曲線座標系の変数と指標（Ï, Ç,
Î）を直交直線座標系の変数の間には

すなわち

が成りたつ。

また，逆に指標（i, j, k）の座標系を直交直線座標系とす

るとChristoffel記号の値は

であるから，

が成りたち，

なる関係式を得る。

ここで注意する必要があるのは

であって直交直線座標系から直交直線座標系への変換で

ない限りこの微分は一般的には 0ではない。

5）公式 5 2階テンソルの共変微分

証　明

(1)式の証明のみを行う。
テンソルの微分はベクトル量の共変微分とスカラー量の

共変微分が基本である。ベクトル量の共変微分は Christof-

fel記号を用いて表されるがスカラー量の共変微分は単な

る偏微分と同じである。一方，テンソル量の特徴は，あ

るテンソル量にその階数に応じたベクトル量を適当に乗

ずるとスカラー量にできることである。

2階共変テンソル Tijと二つのベクトル成分 vi，vjの積はス

カラーであるから

で与えられる…はスカラー関数である。スカラー関数…の

微分はベクトル成分で，かつテンソル量でもある。

反変変数 xkで両辺を微分すると

を得る，この式の右辺をテンソル量で表現すると

一方，

であるから，両式を等置してダミ―指標を整理すると

を得る。この式は任意のベクトル成分 v i，v jに対して成立

するから

T ij k ¯ i¯ j = T ij , k – T ij
l
ik

– T il
l
jk

¯ i¯ j

Í|k= Tijk¯i¯ j + Tij¯ik¯ j + Tij¯i¯ jk

Í, k= Tij,k¯i¯ j + Tij ¯ik– ¯l i
lk ¯ j + Tij¯i ¯ jk– ¯l j

lk

Í , k = T ij , k ¯ i¯ j + T ij¯
i
, k ¯ j + T ij¯

i¯ j
, k

Í , k = Í k

Í = T ij¯
i¯ j

(3)

(4)

Ti
j
k = Ti,k

j – Tl
j l

ik + Ti
l j

kl

T k
ij = T ,k

ij + Tlj i
kl + Til j

kl

(1)

(2)

Tijk = Tij,k – Tlj
l
ik – Til

l
jk

T jk
i = Tj,k

i + T j
l i

kl – T l
i l

jk

∂
∂x a

∂x a

∂x i = J a
j ∂
∂x j

∂x a

∂x i = J a
j k

ij
∂x a

∂x k – a
bc

∂x b ∂x c

∂x i ∂x j =

= k
ij

Ë k
j – a

bc
∂x b

∂x i Ë c
a = j

ij
– a

bc
J i

b

– c
ab

= ∂yÇ

∂x b
∂

∂x a
∂x c

∂yÇ

∂
∂yα

∂x c

∂yÇ = – c
ab

∂xa

∂yα
∂xb

∂yÇ

k
ij

= 0

k
i j = ∂xk

∂yÎ
∂

∂xi
∂yÎ

∂x j

∂
∂x i

∂yÎ

∂x j = k
ij

∂yÎ

∂x k

∂ec

∂xa = 0

c
a b = ec,aeb = 0

∂
∂xj Jk

d = i
j k

Ji
d – d

b c J j
bJk

c

i
j k Ji

d = ∂
∂x j Jk

c Jc
i Ji

d + Ja
i Ji

dJ j
bJk

c a
b c =

= ∂
∂x j Jk

c Ëc
d + Ëa

dJ j
bJk

c a
b c =

= ∂
∂x j Jk

d + d
b c J j

bJk
c

=JÏ
i J j

b ∂
∂xb Jk

c Jc
Ï + Jk

cJa
Ï a

b c =

=Jc
i ∂

∂x j Jk
c + Ja

i J j
bJk

c a
b c
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が得られる。

6）公式 6 反変変数と共変変数の微分関係

また，

直交直線座標系においては，

なる関係式が成り立つ。

証　明

第一の関係式は

から明らかであり，第二の関係式は

gij＝ gjiは定義より明らかである。

第三の関係式に関しては

であるから

が成り立つからである。

ここで注意しなければならないのは，変換 xi＝ gij xjは xj

がテンソル量ではないから成立しないことである。dxj＝

gijdxjが成立する。

7）公式 7

証　明

7-1）

により上掲の関係式が得られる。

ここに関係式

を利用した。

7-2）

7-3）

7-4)

7-5)

一方

8）参考文献

1）多谷虎男；力学におけるテンソルと変分解析［上］［下］，
（1980），学会出版センター

2）I. S. SOKOLNIKOFF; TENSOR ANALYSIS THEORY AND
APPLICATIONS TO GEOMETRY AND MECHANICS OF
CONTINUA second edition, (1964), John Wiley and Sons, Inc

grad v ⋅ v
2 = 1

2 ¯ j ⋅¯ ji + ¯ j ⋅ ¯ ji gi =

= 1
2 ¯ j ⋅¯kgkji + ¯lgil ⋅ ¯ ji g img m =

= 1
2 ¯ j ⋅ ¯kiË j

i Ëm
k + ¯l ⋅ ¯ jiËl

iË j
m g m =

= 1
2 ¯i ⋅ ¯ki + ¯i ⋅ ¯ki g k

= ¯i ⋅ ¯kig k

v ⋅ grad v = ¯i ⋅ vi = ¯i ¯ki ⋅ g k

c × a × b = ci a × b jŸijkgk = cia lb mŸjlmŸijkgk

= cia lb m Ëk
l Ëi

m – Ëi
lËk

m gk

= cia kb igk – cia ibkgk

= cb a – ca b

∇ × a × b = a × b j i gi × gj = ak bl Ÿ jkl i Ÿ ijmgm =

= ak bl i Ÿ ijmgm = ak bl i Ë l
i Ë k

m – Ë k
i Ë l

m gm =

= ak i b
i gk + ak bi i gk – ai i b

l gl – ai bl i gl =
= b∇ a + a Vb – b ∇a – a∇ b

∇ × ∇ × v = ∇ × v k i gi × gk =

= ¯j l Ÿ ljk i gi × gk = ¯j i
l Ÿ ljkŸ ikmgm =

= ¯j i
l Ë j

i Ë l
m – Ë l

iË j
m gm = ¯i i

l gl – ¯j i
i gj =

= ∇ ∇v – ∇∇ v

Ÿ ijkŸ lmk = Ÿ ijŸ lm = Ë l
iË m

j – Ë m
i Ë l

j

∇2v = ¯i j
j gi = υi k

j gl Ë j
k Ë i

l = ¯i k
j gl Ÿ klmŸ jim + Ë j

k Ë i
l =

= ¯i k
j Ÿ jim k Ÿ klmgl + ¯i i

j gj =

= ∇ × v mk Ÿ klmgl + ¯i i
j gj =

= ∇ × ∇ × v +∇ ∇v

c × a × v = cb a – ca b

v ⋅ grad v = grad v ⋅ v
2

∇2v =∇ × ∇ × v + ∇ ∇v
∇ × ∇ × v = ∇ ∇v – ∇∇ v

∇ × a × b = b∇ a + a ∇b – b ∇a – a∇ b

d yad ya = d x id x i

ds2 = dyae adyÇe Ç = dxig idx jg j

d x i =
∂x i

∂x j d x j = g ijd x j

d x i =
∂x i

∂x j
d x j = g ijd x j

d x a =
∂x a

∂x i
d x i =

∂x a

∂x i
g ijd x j

d x a =
∂x a

∂x i d x i =
∂x b

∂x i gab d x i

d x a =
∂x a

∂x i
d x i =

∂x b
∂x i

gab g ijd x j

∂ya

∂x i =
∂x i
∂ya

∂x i

∂x j =g ij = g ji =
∂x j

∂x i ,
∂x i

∂x j
=g ij = g ji =

∂x j

∂x i
,

∂xa

∂xi = Ji
a, ∂xa

∂x i
= J j

agij, ∂x a
∂xi = Ji

bgab, ∂x a
∂x i

= J j
bgijgab

T ij k = T ij , k – T lj
l
ik

– T il
l
jk
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付録 3）異種分子を含む場合の熱力学方程式

付録 3）の目次

1）熱力学的関係の変数
1.1）エネルギー　E (J:S. V)

1.2）エンタルピー　W (J: S, P)
1.3）Helmholtzの自由エネルギー　F (J: V, T)

1.4）Gibbs自由エネルギー　… (J: P, T)

2）熱力学的量の粒子数依存性
2.1）理想気体における E (J: S, V), … (J: P, T), F (J: V, T)

3）化学ポテンシアルの定義とその意味
3.1）化学ポテンシアルと粒子数の関係

3.1.1）重力場における平衡物体の化学ポテンシアル
3.1.2）平衡状態にある回転物体の化学ポテンシアル

4）二種以上の異なる物質を含む系
4.1）溶媒と多種類の溶質の場合

4.1.1）溶媒の平衡（浸透圧）
4.1.2）溶質の平衡
4.1.3）重力場における溶液の平衡
4.1.4）同一の溶媒中に存在する二種類の溶質の平衡
4.1.5）二種類の溶質の飽和蒸気圧の平衡

4.2）二種類の理想気体の混合
4.2.1）二種類理想気体が混合している場合の熱拡散比

および，拡散係数

を求める。

4.2.2）二種類の理想気体が混合しており，圧倒的多
数の理想気体粒子 Nの中に極く少数の理想気

体粒子 nが存在する場合の熱拡散比

および，拡散係数

を求める。

5）参考文献

1）熱力学的関係と変数

マクロ的にみた場合の熱力学的諸量はエネルギー，体

積などの熱力学的ないしは純粋に力学的な意味をもつも

のや，またエントロピーなどミクロ的に見た場合意味の

なくなる統計力学的量が持つ意味を持っている。

そのうち，

エネルギー

エントロピー

体積

は加算的量である。

エネルギーが与えられるとエントロピーは体積のみの

関数であり，また逆にエントロピーが与えられるとエネ

ルギーは体積のみの関数である。したがって，独立変数

としてエネルギー，エントロピー，体積のうち二つを選

べる。

いま，一つの閉じた系において，物質はマクロな熱力

学的平衡な状態にあるとする，すなわち，エントロピー

が最大の状態であるとする。

1.1）エネルギー　E (J: S, V)

定義1 絶対温度　T(K)

この定義では，温度 Tはエネルギー量（J）であり，エ

ントロピーは無次元量である。通常，単位として Kelvin

が用いられる，したがって温度の単位をKとするとエント

ロピーは（J/K）となる。Boltzmann constant ◊を導入する

と T(J)＝◊ (J/K) T(K)とS( )＝ S (J/K)/◊ (J/K)から温度 T

(K)としてエントロピー S(J/K)としたとき

が成立する。

定義 2 圧力　P(N/m2):

と定義すると，基礎方程式

を得る。

定義 3 定積比熱Cv(J/Kg: K)，

以上において示した方法を基本的な考え方として，さら

C V = T ∂S
∂T V

= ∂E
∂S V

∂S
∂T V

= ∂E
∂T V

,

dE = ∂E
∂S V

dS + ∂E
∂V S

dV = TdS – PdV

P N / m2 = –
∂E J

∂V m2

T K =
∂E J

∂S J / K

T = ∂E
∂S

D = Ï
ı

∂Ò
∂c

P, T

k d =
p ∂V

∂c P, T
∂Ò
∂c P, T

D = Ï
ı

∂Ò
∂c

P, T

k p =
p ∂V

∂c P, T
∂Ò
∂c P, T
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に異なる関数を導入する。

1.2）エンタルピー W (J: S, P)

W＝ E＋ PVで定義される関数である。

全微分をとる

ここで， dE＝ TdS－PdVを利用すると

dW＝ TdS＋ VdP

を得る。

定義 4 定圧比熱Cp (J/Kg · K):

となる。また，エンタルピーを利用すると温度，体積は

定義 5）絶対温度　T(K):

定義 6）体積　V(m3):

とも定義できる。

1.3）Helmholtzの自由エネルギー　F(J: V, T)

F＝ E－ TSで定義される関数である。

全微分をとる

ここで， dE＝ TdS－ PdVを利用すると

dF＝－ PdV－ SdT

を得る。

定義 7）エントロピー　S(J/K):

定義 8）圧力 P(N/m2):

と定義できる。

1.4）Gibbs自由エネルギー　… (J: P, T)
…＝W－ TSで定義される関数である。

前と同時に全微分をとる

ここで，dE＝ TdS－PdVを利用すると

d…＝ VdP－ SdT

を得る。

定義 9）エントロピー　S(J/K):

定義 10）体積　V(m3):

と定義できる。

もし，エネルギー Eがパラメター  iを含んでいる場合

には，その全微分は

となり，右辺に の項が附加される。Λ iは物体の

状態量の関数である。この微分項は，F, …. Wなどの熱力

学的ポテンシアルにも同様な形で附加される。

などである。

2）熱力学量の粒子数依存性

すべての熱力学的量は完全な熱平衡状態にあるとする。

エネルギー，エントロピー，F, …, Wなどは加算量であり

P, Tは非加算量である。
ここで加算的熱力学量は加算的変数に関して 1次の

homogeneous functionであるということ，すなわち

であることに注目する。まず，独立変数を S, E, Vとし，

さらに粒子数 Nを考慮する。エネルギー E(S, V, N)は，S

と Vは加算的熱力学変数であるから

また，エンタルピー W(S, P, N)は

Helmholtzの自由エネルギー F(V, T, N)は，Tが非加算量で

あるから

であり，

Gilbbsの自由エネルギー…(P, T, N)は

と関数表示できる。

2.1）理想気体における E(J: S, V), … (J: P, T), F(J: V, T)

分子の性質は，温度に依存しないという仮定のもとに

F(J: V, T)は

… = Ng… P , T

F = NgF
V
N , T

W = Ngw
S
N , P

E = NgE
S
N , V

N

g x 1 , x 2 , ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ x n = 1g x 1 , x2 , ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ x n

dF = – SdT – PdV + Σ
i Λ id i

Σi Λ id i

dE = TdS – PdV + Σi Λ id i

V = – ∂Φ
∂P T

S = – ∂Φ
∂T P

dΦ = ∂Φ
∂P T

dP + ∂Φ
∂T P

dT = dW – TdS – SdT

P = – ∂F
∂V T

S = – ∂F
∂T V

dF = ∂F
∂V T

dV + ∂F
∂T V

dT = dE – TdS – SdT

V = ∂W
∂P S

T = ∂W
∂S P

C P = T ∂S
∂T P

= ∂W
∂S P

∂S
∂T P

= ∂W
∂T P

dW = ∂W
∂S P

dS + ∂W
∂P S

dP = dE + PdV + VdP
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と書ける1）。ここに，eは自然数であり，f(T)はある温度

のみに依存する関数を意味する。

定義 8により圧力 Pは，上式を利用すると

を得る。もし，TをKelvin Kで表すと Boltzmann定数 ◊を
用いて

と表わせる。

また，…(J: P, T)＝W－ TS＝ PV＋ F

であるから

NT＝ PV

を用いて

(2.1)

と…を P, Vの関数として表示できる。

エネルギー Eは

である。

理想気体では体積一定のもとでエネルギーは温度のみ

の関数であることが示される。するとエンタルピーW
とエネルギー Eの関係式がW=E+PV=E+NTであること

を利用すると，比熱 が得られ，

これら比熱は温度のみの関数である。

3）化学ポテンシアルの定義とその意味

上式において，粒子数Nを形式的独立数とすると

ただし， であり，化学ポテンシアルである。

同様に他の熱力学的量W(S, P), F(V, T), …(P, T)について

も

であり，化学ポテンシアルはすべて同じである。

3.1）化学ポテンシアルと粒子数の関係

化学ポテンシアル表示法は種種あり以下に述べるよう

に定義できるものである。

定義 11 化学ポテンシアル Ò

Òを以上のように定義すると，Gibbsの自由エネルギーは

から

となり，Òは分子 1個のGibbs自由エネルギーに等しいこ

とがわかる。しかも Ò＝ g…(P, T)であるから分子数Nには

無関係な量であることもわかる。したがって，

Ò＝ Ò (P, T)

であるから，

ここに， である。

また

である。この式はよく使われる関係式である。

次に体積一定とし，その体積内に存在する Nは変化す

るものとする。

なる関係式において，dV＝ 0であるから

独立変数をNの代わりに Òにすると、

したがって、

ここで、ÒFN＝…であるから，いま

定義 12

‰ P,V ≡ F V,T – … P,T = E S,V – W S,P = – PV

d F – Ò FN = – Sdt – NdÒ F

dF = – SdT + d Ò FN – NdÒ F

dF = – SdT + Ò FdN

dF = – SdT – PdV + Ò FdN

∂Ò
∂P T = v , ∂Ò

∂T P = – S

v = V
N , s = S

N

dÒ = ∂Ò
∂P T

dP + ∂Ò
∂T P

dT = ∂g…
∂P T

dP + ∂g…
∂T P

dT =

= 1
N

∂…
∂P T

dP + ∂…
∂T P

dT = 1
N Vdp – SdT =

= V
N dP – S

N dT = vdP – sdT

Ò = ∂…
∂N P,T

= g… P,T = …
N

… P,T,N = Ng… P,T

Ò = ∂W
∂N P,S

= ∂F
∂N T,V

= ∂…
∂N P,T

dW = ∂W
∂S P, NdS + ∂W

∂P S, NdP + ∂W
∂N P, SdN =

= Tds + VdP + Ò WdN, Ò w = ∂W
∂N P, S

dF = ∂F
∂T V, NdT – ∂F

∂V T, NdV + ∂F
∂N T, VdN =

= – SdT – PdV + Ò FdN, Ò F = ∂F
∂N T, V

d… = ∂…
∂T P, NdT + ∂…

∂P T, NdP + ∂…
∂N P, TdN =

= – SdT + VdP + Ò …dN, Ò … = ∂…
∂N P, T

Ò E = ∂E
∂N V, S

dE = ∂E
∂S V, N

ds + ∂E
∂V S, NdV + ∂E

∂N V,SdN = TdS – PdV + Ò EdN

Cv = ∂E
∂T v, Cp = ∂W

∂T P

…E J,S,V = F + TS = Nf T – NT ln eV
N – S

N

… J: P,T = NT ⋅ lnP + Nf T – NT ⋅ lnT

P = N◊T
V

P = – ∂F
∂V T

= NT
V

F J: V , T = – NT ⋅ ln eV
N + Nf T

微量物質の中間圏、成層圏における混合、拡散の数値計算 29

This document is provided by JAXA.



で‰(P, V)を定義する。
そのとき，上式は

となり、分子数は

で与えられる。

以上により，化学ポテンシアル Òと分子数 Nの関係式が

得られた。

3.1.1）重力場における平衡物体の化学ポテンシアル

物体は非等質的であるとし，エネルギーは一定として

平衡状態にあるとする。そのための一つの必要条件は熱

力学的量として

エネルギー，エントロピー，体積

またこれらの量から発生する温度 T，圧力 P，すなわち

の関係において示すならば，エントロピーが最大である

ことである。エントロピー最大の状態では，つまり温度

一定の状態では圧力のみが変化できる物理量である。も

しさらに体積一定の条件を付するとエントロピーが最大

ならばそのための必要条件として粒子数 Nについての微

分が 0でなければならないから

から

すなわち，

を得る。この式は以下のようにして証明される。

ある物体を多くの部分に分割し，それらのうちから二

つの部分を適当に選ぶとする。それぞれの部分のうちエ

ントロピーを S 1，S 2として粒子数をN 1，N2とする。エン

トロピー最大の必要条件は

すなわち

これが証明である。

温度一定の条件のもとに

が得られる。

Òは上述のように温度と圧力の関数であるから平衡な系
においては圧力，温度の関係として化学ポテンシアルは

一定であると結論できる。

化学ポテンシアルの定義式

から Ò Eはエントロピー，体積を一定としたとき粒子当り

の熱力学的ポテンシアルであることがわかる。

外力が存在する場合

ここでは，重力場で平衡状態にある分子のポテンシア

ルエネルギーは重力中心座標にのみ依存する。したがっ

て，化学ポテンシアル ÒEは

uは分子のポテンシアルエネルギー, Ò0は外力がない場合

の熱力学的ポテンシアルである。

一様な重力場では

である。

ここに，mは分子の質量，gは重力加速度，zはある基

準位置から高さである。

ここで，化学ポテンシアル Òを zについて微分すると

仮定により Tは一定であるから

より，非圧縮性流体の圧力と密度の関係式

が得られる。

3.1.2）平衡状態にある回転物体の化学ポテンシアル

熱力学的平衡にある物体のマクロ的運動は可能である

かどうかにつて考察する。その概略を以下に述べる。物

体をマクロ的に多くの部分に分割する，そのとき部分 Ï
の質量，エネルギー，運動量をMÏ，EÏ，PÏとする。

内部エネルギーは であるからエントロピー

は，関係形として

として表わされる。

Sa = Sa E a – Pa
2

2Ma

E a – Pa
2

2Ma

∂P
∂z = – m

v0
g = – pg

v0
∂P
∂z = – ∂u

∂z = – mg

∂Ò E
∂z ≡ ∂Ò 0

∂z + ∂u
∂z = ∂Ò 0

∂P
∂P
∂z + ∂Ò 0

∂T
∂T
∂z + ∂u

∂z =

= v0
∂P
∂z – s 0

∂T
∂z + ∂u

∂z = 0

Ò E = mgz

Ò E = Ò 0 P,T + u x,y,z = const.

Ò E = ∂E
∂N V, S

Ò E = const.

∂S
∂N = const.

∂S
∂N1

=
∂ S1 + S2

∂N1
= ∂S1

∂N1
+ ∂S2

∂N2

∂N2
∂N1

= ∂S1
∂N1

– ∂S2
∂N2

= 0

dS
dN

= – Ò E
T

= cost .

1
T

dE
dN = dS

dN + Ò E
T = 0

dE = TdS + Ò EdN

T = ∂E
∂S V, P = – ∂E

∂V S

N = – ∂‰
∂Ò T,V

≡ V ∂P
∂Ò T,V

d‰ = – Sdt – NdÒ F = ∂‰
∂T Ò F,VdT + ∂‰

∂Ò F T,V
dÒ F
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一つの閉じた系を考え，その系の内では

1）運動量一定

2）角運動量一定

である。

平衡状態では，閉じた系について全てエントロピーは

運動量 Pの関数として 1），2）の条件の下に最大値をとる。
すなわち，ラグランジュの未定係数法により以下に示す

ように最大値を取るための必要条件が得られる。

a, bは定ベクトルである。
また，

であり，PÏ＝MÏvとして，b(r× PÏ)＝ PÏ(b× r)を利用
すると

を得る。ここに

とする。

したがって，閉じた系において熱力学的平衡状態にあ

る物体は一様並進運動か回転運動のみが可能性であるこ

とがしめされた。一般には物体内部ではマクロな運動は

生じないということである。

そこで，ここでは平衡状態において許される運動のう

ちで回転運動のみを考える。物体がある固定軸のまわり

に角速度 ‰をもって回転しているものとする。固定座標
軸に関する物体のエネルギーを Ef(p, q)とする。ただし，
p, qはそれぞれ，一般座標系における運動量，座標とする。

Er (p, q)を物体とともに回転する座標系に関する物体のエ
ネルギーとしる。M(p, q)を物体の角運動量とすると次の
関係が成立する。

この式からエネルギー Er(p, q)をパラメータ‰について微

分すると関係式

が得られるが Er(p, q)はパラメターとして‰を考えると平

衡状態，すなわちエントロピー一定の条件のもとに

と表現できる。物体の統計力学的分布について平均した

量では，結局

が得られる。上式を考慮すると，回転物体のエネルギー

の微分形は

で与えられることがわかる。

（3.2）式を同様に平均すると

であるから，微分形として，固定座標軸に関しては

を得る。

すなわち，固定座標軸系からみたエネルギーは与えら

れた熱的エネルギーに回転運動のエネルギーを加えたも

のに等しく，独立変数はエントロピーと角運動量である

といえる。

角速度は

の関係式から得られる従属変数である。

回転運動に関しては，遠心力とコリオリ力が考えられ

る，したがって，（3.1）式のポテンシアルエネルギー u(x,
y, z)はコリオリ力と遠心力の和

で表わされる。ここに，Mは分子量であり，vは回転座標
系からみた速度ベクトルであり，Kは回転軸から物体ま
での距離である。

マクロな物体にとっては遠心力に比べてコリオリ力は

無視できるくらい小さいとみることができる，この式に

おいてコリオリ力に関するエネルギーを遠心力によるエ

ネルギーに比べて無視すると

となる。ここに，Ò 0は物体の運動がないときの化学ポテ

ンシアルエネルギーである。

さらに今まで述べてきたことを考慮するとこの現象は

また次のように理解することができる。熱力学的平衡状

態にある物体の回転運動は慣性軸の主軸を回転軸として

行われる。

このことは次の様にして理解できる。

Ò 0 P,T – M
‰ ⋅ ‰ R ⋅ R

2 = const.

2MR ‰ × v – M
‰ ⋅ ‰ R ⋅ R

2

‰ =
∂E f
∂M S

dE f = TdS + ‰ ⋅ dM

Er = E f – ‰,M

dEr = TdS – M⋅d‰

∂Er
∂‰ S

= – M

∂Er p,q: ‰
∂‰ = ∂Er

∂‰ S'

M
p,q

= M

∂Er p,q
∂‰ = – M p,q

E r p,q = E f p,q – ‰ ⋅ ΜΜ p,q

u = T ⋅a , ‰ = T ⋅b

va = u + ‰ × ra

∂
∂Pa

Sa E a – Pa
2

2Ma
– Pa

MaT

∂
∂Pa

S a + a⋅Pa + b⋅r × PaΣa = 0

raΣa × Pa = const.

Pa = const.Σa
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回転体の全エネルギー Etは内部エネルギー Einと回転運

動エネルギー の和で表現できることが（3.2）式か
ら理解できる。

ここに Iは回転軸に関する物体の回転モーメントである。

回転により物体内部の質量分布が変化し，そのことに

よって慣性モーメントや内部エネルギーが変化すること

があるならば全エネルギーは回転数 ‰の関数となる。し
かしこれらの回転による変化が起こらない回転が遅けれ

ば全エネルギーは‰に関係ない量と考えることができる。
その場合にも一つの閉じた系において，全エネルギー，

角運動量は保存され，エントロピーはM，Eが一定のも

とにエントロピーは最大でなければならない。エントロ

ピー Sは

であるから，慣性モーメント Iが最大のときエントロピー

最大になる。すなわち，平衡状態になり，一方運動の面

からみると，これは主軸の回りの回転を意味している。

4）二種以上の異なる物質を含む系

2）では一種類の物質の場合を扱ったが，ここでは圧倒
的に多数の物質（溶媒）の中にそれとは異なる複数の種

類の物質（溶質）を含む場合の系について述べる。平衡

状態にある系においては，熱力学的量は温度，圧力，溶

質の粒子数によって完全に決定される。これは 2）の場合
と本質的に同じである。また，2）と同様に熱力学的量は
加算的熱力学的変数，すなわち，粒子数と体積の homoge-

neous functionでなけれはならない。＊）

＊）

また，化学ポテンシアル Òは関数…(J: P, T. Ni)について
考えると

となる。homegeneous functionに関する Eulerの定理より

また，外力場における平衡状態の条件は系全体において

温度一定と化学ポテンシアル一定となることである。す

なわち，

4.1）溶媒と多種類の溶質の場合

この場合次の仮定を設ける。

ただし，niは溶質の粒子数，Nは溶媒の粒子数とする。

すなわち，溶質はかなり薄い状態で溶媒に溶けている状

態にある。

溶質の粒子数は溶媒の粒子数に比べて非常に少ないので，

溶質の粒子はお互いに殆んど干渉することがなく，両者

の干渉は無視できるものとする。

このとき関数…は

Ò 0は溶媒のみが存在するときの化学ポテンシアル，√ iは

fi(P ,  T)/Nの形の関数，Ç ikは Pと Tのみ関数である。

右辺最後の項は，溶媒中に溶質が加られたときの熱力

学的ポテンシアルの微小変化量を意味している。これ

は，溶媒，溶質の分子間相互作用の結果生ずるもので

あるが本文中では非常に小さい量として扱っている。

一種類の溶質が溶媒中に存在するとき溶媒の化学ポ

テンシアルを Òとし，溶質の化学ポテンシアル Ò'とす
ると

である。

次に若干の具体的な場合について平衡条件について

述べる。

4.1.1）溶媒の平衡（浸透圧）

浸透圧の場合の取り扱いは同じ溶媒に対して異なる

溶質が半透膜を隔てて幾種類か存在するものとする。

このとき平衡条件はすべての溶媒，溶質に関して温度

が同じであり，浸透圧を考えているのであるから圧力

は半透膜が存在するため異なるものとする。しかし，

溶媒の化学ポテンシアルはすべての溶質に対して同じ

であることが条件になる。

すなわち，溶媒の化学ポテンシアルは（4.1）式で与
えられるから

が平衡条件である。ただし，iは溶質につけた種類を意

Ò 0 P , T – ci = const . i = 1, ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , k

(4.1)

(4.2)

Ò P,T, n
N = Ò 0 – T n

N = Ò 0 – Tc

Ò′ P,T, n
N = T ⋅ ln n

N + √ = T ⋅ lnc + √

1)… P,T,n i,N = NÒ 0 + Σni T⋅ln n i
eN + Σn i√i + Σ n in k

2N Ç ik

c i = n i
N < < 1

T = const.

Ò … i = const.

… = ΣNi
∂…
∂Ni

=Σ Ò … iNi

d… = – SdT + VdP + Ò … idNiΣ
Ò … k = ∂…

∂Nk P,T

g  1 x 1 i1, 2 x 2 i2, ⋅ ⋅ ⋅  k x k ik, ⋅ ⋅ ⋅ n x n in =

= 1g x 1 i1, 2 x 2 i2, ⋅ ⋅ ⋅  k x k ik, ⋅ ⋅ ⋅ n x n in +

+  2g  1 x 1 i1, x 2 i2, ⋅ ⋅ ⋅  k x k ik, ⋅ ⋅ ⋅  n x n in +

. . . . . +  kg  1 x 1 i1, 2 x 2 i2, ⋅ ⋅ ⋅ x k ik,⋅ ⋅ ⋅  n x n in +

. . . . . +  ng  1 x 1 i1, 2 x 2 i2, ⋅ ⋅ ⋅  k x k ik,⋅ ⋅ ⋅ x n in

S = S E in = S E t – M2

2I

E t = E in + M2

2I

– M2

2I
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味する番号である。

4.1.2）溶質の平衡

ここでは，例えば，油と水のように，ある溶媒中に

それと異なる溶質が幾種類か存在する溶液について考

える。この場合，平衡条件は，温度，圧力が同じで溶

質の化学ポテンシアルも同じである。

ここでは，気体と液体が接して存在する場合の平衡に

ついて考える。

理想気体の場合の化学ポテンシアルはその定義から

（2.1）式を利用すると

が得られる。したがって，平衡条件は

で表わされる。ただし であり，Nは気体の粒子

数，nは液体の粒子数である。

4.1.3）重力場における溶液の平衡

3.1.1）および 4）において述べたように，外力場で
の平衡条件は化学ポテンシアルが一定であることであ

る。重力場では化学ポテンシアルは

である。

4.1.4）同一の溶媒中に存在する二種類の溶質の平衡

この場合，熱力学的ポテンシアル…(P, T, ni, N)にお
いて，溶質間の相互干渉作用の効果を考慮しなければ

ならないから，（4.2）式を利用しなければならない。
粒子数 n1の溶質と n2の溶質が同時に存在する場合の熱

力学的ポテンシアル…は

である。したがって，粒子数 n1の溶質の化学ポテンシ

アル Ò1は

ただし，Ç12(P, T)＝ Ç21(P, T)を利用した。
同様に粒子数 n2の溶質に対しても

もし，一種類の溶質のみの量を考えるならば，粒子数 n1

の溶質に対して化学ポテンシアルは

であり，粒子数 n2の溶質のみが存在する場合は

である。

変数の右肩上の 0は一種類の溶媒の中に一種類の溶質
が溶けている場合の量を示している。したがって，c0

1，c0
2

と c1，c2は異なる濃度を意味している。

4.1.5）二種類の溶質の飽和蒸気圧の平衡

単独に粒子数 n1と n2の溶質が存在するときは 4.1.2）で
述べたように圧力，温度で化学ポテンシアルを表すとそ

れぞれの溶質に対して

である。

両溶質が同一の溶媒中に存在するときは部分圧が単独の

溶質の場合の圧力 P 0
1，P0

2と異なるものになる。したがっ

て，次の関係式を得る。

4.2）二種類の理想気体の混合

相互干渉のない粒子よりなる理想気体の場合には，や

はり（4.2）式の関係が成り立つ。
粒子数 n1，n2の理想気体に対して，熱力学的量…は

である。ここに粒子間には干渉がないから Çijは考慮に入

れていない。

また， n1＋ n2＝N

としている。したがって，化学ポテンシアルは粒子数 n1

の気体に対して

また，粒子数 n2の気体に対して

また，このときの熱力学的関数に関しては，パラメター

の存在を explicitに表現するときは 1.4）でも述べたように
右辺にパラメターに関する項が附加される。具体的には 4）
で述べてあるように関数…(P, T)に関しては

と書ける。

いま，混合物 1 g中に含まれる粒子 n1の分子量を m1と

し，濃度を cすると

d… = – Sdt + Vdp + Ò … 1dn 1 + Ò … 2dn 2

(4.4)Ò 2 = ∂Φ
∂n 2

= T ⋅ ln n 2
N + √ 2

(4.3)Ò 1 = ∂Φ
∂n 1

= T ⋅ ln n 1
N + √ 1

… P,T,n 1,n 2,N = NÒ 0 + n 1T ⋅ ln n 1
eN + n 1√1 + n 2T ⋅ ln n 2

eN + n 2√2

T ⋅ lnP1 + f1 T – T ⋅ lnT = T ⋅ lnc1 + √1 + c1Ç 11 + c2Ç 12

T ⋅ lnP2 + f2 T – T ⋅ lnT = T ⋅ lnc2 + √2 + c1Ç 21 + c2Ç 22

T ⋅ lnP1
0 + f1 T – T ⋅ lnT = T ⋅ lnc1 + √1 + c1Ç 11

T ⋅ lnP2
0 + f2 T – T ⋅ lnT = T ⋅ lnc2 + √2 + c2Ç 22

Ò2
0′ = T ⋅ lnc2

0 + √2 + c2
0Ç 22

Ò1
0′ = T ⋅ lnc1

0 + √1 + c1
0Ç 11

Ò 2′ = ∂…
∂n 2

= T ⋅ lnc 2 + √2 + c 1Ç 12 + c 2Ç 22

Ò 1′ = ∂…
∂n 1

= T ⋅ lnc1 + √1 + c1Ç 11 + c2Ç 12

… p,t,n 1,N = NÒ 0 + n 1T ⋅ ln n 1
eN + n 1√ 1 + n 1n 1

2N Ç 11 + n 21n 2
2N Ç 12 + n 2T ×

× n 2
eN + n 2√ 2 + n 2n 1

2N Ç 21 + n 2n 2
2N Ç 22

Ò GR = T ⋅ lnc + √ P,T + mgz

c = n
N

T ⋅ lnc + √ P,T = T ⋅ lnP + f T – T ⋅ lnT

Ò PG P,T = ∂…
∂N = T ⋅ nP + f (t) – T.lnT

T ⋅ linc i + √ P,T = const. i = 1, ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ,k
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であり，同じく粒子数n2の分子量をm2とすると

である。

また，化学ポテンシアルは

である。ここに，

とする。したがって，(Ò …)mixは二種類の理想気体からな

る気体の化学ポテンシアルと考えられる。

4.2.1）二種類の理想気体が混合している場合の熱拡散比

および，拡散係数

を求める。

理想気体の圧力と体積の関係は 2.1）において示されて
いるように

であるから，二種類の理想気体の場合は体積は

で与えられる。

(4.2)，(4.3)の関係式を混合気体の化学ポテンシアルの式
(4.5)に代入して計算をすると

であるから

であり，圧力の微分は

したがって，熱拡散比 kdは

である。

拡散係数Dは

となる。

もし，温度の単位として度（Kelvin）を用いるならば，上

式で Tは

で与えられる。ただし，Tdegは温度を度(Kelvin)で計った
値であり ◊は Boltzmann定数である。

4.2.2）二種類の理想気体が混合しており，圧倒的多数

の理想気体粒子 Nの中に極く少数の理想気体粒

子 nが存在する場合の熱拡散比

および，拡散係数

を求める。

化学ポテンシアルは，それぞれ

と表わせる。また，Ò0は粒子 Nのみが存在する場合の化

学ポテンシアルである。

このときの化学ポテンシアルは，二種類の気体が存在

する場合には

である。ただし，mは粒子数 nの物質の分子量でありM

は粒子数 Nの物質の分子量である。また，上式を導くに

あたり関係式

を利用した。

また，理想気体の圧力と体積の関係は前章と同様

である。

PV = n + N T

nm + NM = 1

Ò mix = Ò n
m – Ò N

M

Ò n P,T = T ⋅ ln n
N + √

Ò N P,T = Ò 0 – T n
N

D = Ï
ı

∂Ò
∂c P,T

k d =
p ∂V

∂c P,T
∂Ò
∂c P,T

T = xTdeg

D = Ï
ı

∂Ò
∂c P,T

= Ï
ı

T
m 2c + m 1 1 – c

1
c 1 – c

k d =
P ∂V

∂c P,T

∂ Ò … mix
∂c

P,T

= m 2 – m 2 c 1 – c c
m 1

+ 1 – c
m 2

P ∂V
∂c P,T

= T 1
m 1

– 1
m 2

∂ Ò … mix
∂c

P,T

= T
m 2c + m 1 1 – c

1
c + 1

1 – c

Ò … mix = T
m 1

⋅ ln n 1
N – T

m 2
ln n 2

N + √1 – √2

V =
n 1 + n 2 T

P

V = NT
P

D = Ï
ı

∂Ò
∂c P,T

k d =
p ∂V

∂c P,T
∂Ò
∂c P,T

(4.5)Ò … mix =
Ò … 1
m 1

–
Ò … 2
m 2

Ò … 1 ⋅ dn 1 + Ò … 2 ⋅ dn 2 =
Ò … 1
m 1

–
Ò … 2
m 2

dc ≡ Ò … mix ⋅ dc

n 1m 1 + n 2m 2 = 1

c = n 1m 1

航空宇宙技術研究所資料 720号34

This document is provided by JAXA.



少数の粒子からなる物資の濃度を cとすると c＝ nmで

あるから Òn，ÒNを濃度 cで表すと

である。また，両物質が共存する場合の化学ポテンシア

ルは

で与えられるから

これはMに関係しないことは注目すべきである。また

であるから，熱拡散比 kdは

あり，拡散係数は

で与えられ，質量Mには関係しない量であることが分か

る。
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D = Ï
ı

∂Ò
∂c P,T

= Ï
ı

T
m

1
c 1 – c 2

k d =
p ∂V

∂c P,T
∂Ò
∂c P,T

= 1 – m
M c 1 – c 2

P ∂V
∂c = T 1

m – 1
M

∂ Ò mix
∂c

P,T

= T
m ⋅ 1

c 1 – c
+ T

m
1

1 – c 2 = T
m

1
c 1 – c 2

Ò mix = Ò n
m – Ò N

M

Ò N P,T = Ò 0 – T M
m

c
1 – c

Ò n P,T = T ⋅ ln M
m

c
1 – c + √
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付録 4）球面座標系

付録 4）の目次

4.1）共変基底ペクトル
4.2）反変基底ベクトル
4.3）直交曲線座標系におけるChristoffel記号の値
4.4）ベクトル量（コリオリ力と遠心力について）の球

面座標表示式

ここでは，次の三種の座標系を使用する。

共変基底ベクトル 共変単位ベクトル

1）一般座標系 (gi, gj, gk) (ei, ej, ek)
2）直交曲線座標系
または球面座標系 (gr, gÙ, gÓ) (er, eÙ, eÓ)

3）直交直線座標系 (ex, ey, ez) (ex, ey, ez)
まず初めに，一般曲線座標系と直交曲線座標系の間に成

り立つベクトルの大きさに関する関係式を以下に示す。

なお，直交曲線座標系では半径，経度，緯度方向の量を

それぞれ r. Ù, Óの添え字を付けて表わす。
ベクトルの絶対値に関しては，

であるから共変基底ベクトルと共変単位ベ

クトルの間には

なる関係があり，本文中で計算されベクトル量の実際の

ベクトル量は得られた反変成分の量に

を乗じた量になる。

反変ベクトルに関しても同様に

共変ベクトルの場合と同様に

なる関係があり，実際のベクトル量は得られた共変成分

に を乗じた量になる。

さて，ここで実際の球面上について成立する関係式を以

下に導く。

4.1）共変基底ベクトル

球面上では直交曲線座標系(r, Ù, Ó)と直交直線座標系(x,
y, z)の関係式は，

x＝ rcosÓcosÙ，y＝ rcosÓsinÙ，z＝ rsinÓ
であるから

r＝xex＋yey＋zez＝rcosÓcosÙex＋ rcosÓsinÙey＋ rsinÓez

となる。

なる関係式を利用すると

したがって

を得る。共変基底ベクトルと共変単位ベクトルの間には

の関係がある。また，行列式の値は，gv＝|g ij｜＝ r4cos2Ó，
したがって である。

4.2）反変基底ベクトル

ベクトル rのスカラー rを rの関数として表現する。

さらに，x＝ rex，y＝ rey，z＝ rez

なる関係がある。

なる関係式を利用すると

したがって，

を得る。反変基底ベクトルと反変単位ベクトルの間には

の関係がある。行列式の値は， であ

るから，したがって， である。

4.3）直交曲線座標系における Christoffel記号の値

この場合定義式

i
jk = 1

2gih
∂ghj

∂xk + ∂ghk
∂x j –

∂g jk

∂xh

gc = 1
r2cosÓ

gc = gij = 1
r4cos2Ó

gr = er , gÙ = 1
rcosÓ eÙ , gÓ = 1

r eÓ

grr grÙ grÓ

gÙr gÙÙ gÙÓ

gÓr gÓÙ gÓÓ
=

1 0 0

0 1
r2cos2Ó

0

0 0 1
r2

∂r
∂r = gr = cos Ó cos Ùe x + sin Ùe y + sin Óe z

∂Ù
∂r = gÙ = 1

rcosÓ – sinÙe x + cosÙe y

∂Ó
∂r = gÓ = – 1

r sinÓ cosÙe x + sinÙe y + 1
r cosÓe z

∂r
∂x

∂r
∂y

∂r
∂z

∂Ù
∂x

∂Ù
∂y

∂Ù
∂z

∂Ó
∂x

∂Ó
∂y

∂Ó
∂z

=

cosÙcosÓ sinÙcosÓ sinÓ

– 1
r

sinÙ
cosÓ

1
r

cosÙ
cosÓ 0

– 1
r cosÙsinÓ – 1

r sinÙsinÓ cosÓ
r

r = x2 +y2 + z2 , tanÙ = y
x , tanÓ = z

y

gv = r2cosÓ

g r = e r , g Ù = rcosÓe Ù , g Ó = re Ó

grr grÙ grÓ
gÙr gÙÙ gÙÓ
gÓr gÓÙ gÓÓ

=
1 0 0
0 r2cos2Ó 0
0 0 r2

∂r
∂r = g r = cos Ó cosÙe x + sinÙe y + sin Óe z

∂r
∂Ù = g Ù = rcos Ó – sinÙe x + cosÙe y

∂r
∂Ó = g Ó = – rsin Ó cosÙe x + sinÙe y + rcosÓe z

∂x
∂r

∂y
∂r

∂z
∂r

∂x
∂Ù

∂y
∂Ù

∂z
∂Ù

∂x
∂Ó

∂y
∂Ó

∂z
∂Ó

=
cosÙ cosÓ sinÙ cosÓ sin Ó

– rsin Ù cosÓ rcosÙ cosÓ 0
– rcosÙ sinÓ – rsinÙsinÓ rcosÓ

grr , gÙÙ , gÓÓ

gr = grr er , gÙ = gÙÙ eÙ , gÓ = gÓÓ eÓ

gr = grr gÙ = gÙÙ gÓ = gÓÓ

grr , gÙÙ , gÓÓ

g r = grre r , g Ù = gÙÙ e Ù , gÓ = gÓÓ e Ó

g Ó = gÓÓ

g r = grr , g Ù = gÙÙ ,
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を利用する。また，

であり，i, j, kが全て異なる場合，i, j, kが全て同じ場合

になることに注意する。

Christoffel記号 の値　　Christoffel記号 の値

Christoffel記号 の値

線分の長さは

体積は

また，速度に関しては計算により得られた反変成分

vr，vÙ，vÓ

の実際の速度は共変単位ベクトル系(er, eÙ, eÓ)においては，
それぞれ

vr, rcosÓvÙ, rvÓ

である。

4.4）ベクトル量（コリオリ力と遠心力について）の球

面座標表示式

ベクトル量を取り扱う場合にはその座標変換に伴う量

の変換を考慮しなければならない。ここでは，まず本文

中におけるコリオリ力と遠心力の一般曲線座標表示式か

ら直交曲線座標表示式を導く方法を以下に示す。

コリオリ力は，一般曲線座標表示では であ

る。

直交曲線座標表示における共変基底ベクトル成分の係数

は

である。

遠心力は，一般曲線座標表示では

であり，直交曲線座標表示では

とおくと，共変基底ベクトルの係数はそれぞれ

を得る。

ここで，さらに地球の回転運動を考慮したコリオリ力

と遠心力の表示式を示す。

直交曲線座標系では，

位置ベクトル r(rr, rÙ, rÓ)
回転速度をベクトル ˙(˙rer, ˙ÙeÙ, ˙ÓeÓ)
速度をベクトル u(urer, uÙeÙ, uÓeÓ)
とするとき，球面座標系では，それぞれ

であることに注意する必要がある。

また，球面座標単位ベクトル系（er, eÙ, eÓ)では

とすると，球面座標基底ベクトル系（gr, gÙ, gÓ）では

であることを考慮すると，

˙ ‰sin Óg r, 0
rcosÓ g Ù,‰cosÓ

r g Ó

˙ ‰sin Óe r,0eÙ,‰cos Óe Ó

r R ,0,0

˙ ˙rgr,
˙Ù

rcosÓ gÙ ,˙
Ó

r gÓ

u u rgr, u Ù

rcosÓ gÙ ,u
Ó

r gÓ

g r i = 1
g Ù i = 2
g Ó i = 3

に対して　
˙rCr – rrC˙
˙ÙCr – rÙC˙
˙ÓCr – rÓC˙

C˙ = ˙r ˙rgrr + ˙ÙgrÙ + ˙ÓgrÓ + ˙Ù ˙rgÙr + ˙ÙgÙÙ + ˙Ù˙ÓgÙÓ +

+ ˙Ó ˙rgÓr + ˙ÙgÓÙ + ˙ÓgÓÓ

Cr = ˙r rrgrr + rÙgrÙ + rÓgrÓ + ˙Ù rrgÙr + rÙgÙÙ + rÓgÙÓ +

+ ˙Ó rrgÓr + rÙgÓÙ + rÓgÓÓ

˙j ˙k r l È mabÈ jmngkag lbg ingi = ˙j ˙k r lgkng lj – ˙j ˙k r lgkjg ln gingi =

= ˙i ˙j r lg jl – r i ˙j ˙k g jk g i

gr i =1
gÙ i =2
gÓ i =3

に対して

2 g

˙ÙvÓ– ˙ÓvÙ grr+ ˙Óvr– ˙rvÓ grÙ + ˙rvÙ – ˙Ùvr grÓ

˙ÙvÓ– ˙ÓvÙ gÙ r+ ˙Óvr– ˙rvÓ gÙ Ù + ˙rvÙ – ˙Ùvr gÙ Ó

˙ÙvÓ– ˙ÓvÙ gÓ r+ ˙Óvr– ˙rvÓ gÓ Ù + ˙rvÙ – ˙Ùvr gÓ Ó

2˙ jvkÈ ljkgilgi

drr drÙ × drÓ = drg r dÙg e × dÓg Ó = g
dr 0 0
0 dÙ 0
0 0 dÓ

= r2cosÓdrdÙdÓ

drdr = gijdxidx j = dr2 + r2cos ÓdÙ2 + r2dÓ2

< k >
r Ù Ó

r

< j > Ù
Ó

0 0 1
r

0 sinÓcosÓ 0
1
r 0 0

Ó
jk

< k >
r Ù Ó

r

< j > Ù
Ó

0 1
r 0

1
r 0 – sinÓ

cosÓ

0 – sinÓ
cos Ó 0

< k >
r Ù Ó

r
< j > Ù

Ó

0 0 0
0 – rcosÓ 0
0 0 – r

Ù
jk

r
jk

i
jk = 0

i
jk = i

kj
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コリオリ力　 は

(gr, gÙ, gÓ)一座標系では， (er, eÙ, eÓ)一座標系では，

であり， である。

遠心力

であるから

(gr, gÙ, gÓ)一座標系においては　(er, eÙ, eÓ)一座標系では

を得る。

以上において(er, eÙ, eÓ)一座標系で与えられる各係数がよ
くみられる球面座標系における式である。

r – 成分
Ù – 成分
Ó – 成分

=
– ‰2Rcos2Ó

0
‰2sinÓcosÓ

=
– ‰2Rcos2Ó

0
‰2RsinÓcosÓ

˙i˙krlÈmabÈ jmngkaglbgingi は，Cr = ‰RsinÓ,Cw = ‰2

2 g = 2R2cosÓ

r – 成分
Ù – 成分
Ó – 成分

=2 g

‰uÙcosÓ
R2cosÓ

‰ urcosÓ – uÓsinÓ
R3cos2Ó
‰uÙsinÓ
R3cosÓ

=2 g

‰uÙcosÓ
R2cosÓ

‰ urcosÓ – uÓsinÓ
R2cosÓ

‰uÙsinÓ
R2cosÓ

2˙ jvkÈ ljkgilg i

航空宇宙技術研究所資料 720号38

This document is provided by JAXA.



航空宇宙技術研究所資料 720 号
平 成 9 年 12 月 発 行

発　行　所 科 学 技 術 庁 航 空 宇 宙 技 術 研 究 所
東京都調布市深大寺東町７丁目 44番地１
電 話 （ 0 4 2 2 ）4 7 - 5 9 1 1 〒 1 8 2

印　刷　所 株 式 会 社 　 東 京 プ レ ス
東 京 都 板 橋 区 桜 川 ２ － 2 7 － 1 2

 禁無断複写転載
本書（誌）からの複写，転載を希望される場合は，企画室調査

普及係にご連絡ください。

This document is provided by JAXA.



Printed in Japan

This document is provided by JAXA.




