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概　　　　要
　二次元噴流の衝突について流体の粘性を考慮した解析に着手する前に複素ポテンシャルによる解を流体力学

的な意味で調べた。この解は粘性解析でレイノルズ数を増加した場合の流れ場の性質を部分的に示すと考えら

れ、粘性解析の結果の妥当性を判断するのに役立つと思われる。流れ場の物理的性質を流線図、等速度線図お

よび等静圧線図を使って記述した。

　解析解では適用できる境界条件が限られる。数値解ではより柔軟に境界条件を適用できるけれども、自由表

面の形状を適切に設定できるか否かが問題になる。そこで同一の問題を数値的に解いた。問題を解く際にラグ

ランジュの補間公式に基づく補間と微分の手順を系統的に適用した。荒い格子と細かい格子を試した。数値解

の精度を評価するために解析解と比較した。収束と計算時間についても検討した。

　パラメタを使って境界線を設定し、形状を調整することによって、境界線に沿う流速の計算で誤差0.15％以

下を達成しほぼ自由表面に近い形が得られた。
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記号

i ： 虚数記号

p ： 静圧

p
a
： 周囲圧

Q ： 無次元流速　Q = q/U

q ： 流速

t ： ジェット・シートの厚み　図 2.1 参照

U ： 一様流速、表面流速

u ： 流速のｘ成分

v ： 流速のｙ成分

w ： 複素ポテンシャル関数

　　 ｗ = φ + i ψ　(2.1)式参照

X ： 無次元座標　X = x/t

x ： ｘ座標

Y ： 無次元座標　Y = y/t

y ： y 座標

z ： 複素数　z = x + iy

θ ： 偏角 �

π ： 円周率

ρ ： 密度

υ ： 複素速度　(2.3)式参照

ABSTRACT
In this paper we examined a complex potential solution for impinging jets, from a hydrodynamic

perspective. The physical characteristics of the flow field were illustrated using a stream line diagram,

velocity contour diagram and static pressure contour diagram.

The same problem was then solved numerically. A series of interpolation and differentiation

procedures based on the Lagrange interpolation formula were applied systematically to solve the

problem. Two grid systems were tested, a coarse and a fine system. The numerical results were compared

with the analytical results to evaluate accuracy. Convergence of solution and computing time were

also evaluated.

The free stream line was successfully described using parameters.

Keywords: Impinging jet, Interpolation, numerical differentiation �
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φ ： 速度ポテンシャル

Ψ： 無次元流れ関数　Ψ = ψ /Ut

ψ ： 流れ関数

１．まえがき

　環境基準に適合するように窒素酸化物の発生を厳重に抑

制することがガス・タービン燃焼器設計の重要な課題と

なっている。このためには局所的にもせよ過度の高温部分

を作らないこと、高温状態の持続時間を極力短縮すること

が有効である。微粒化された燃料液滴の寸度、広がり、所

在を設計の観点から適切に管理することが望まれる。

　燃料の微粒化を極く短時間に行い、微細な液滴を燃焼器

内の望ましい場所に適切に分布させる方法として、燃料ノ

ズルの微細な噴出孔から噴射される燃料噴流を衝突させる

方法が有望視される。

　Sterling と Sleicher1)は単独の噴流の不安定について詳

細な解析とこれを実証するための精度の高い実験を行っ

た。表面張力に支配される波が細長い円柱状の液体の表面

に生じ、次第に振幅を増し、振幅が円柱の半径を越えた時

に円柱状の液体が切断される。３種の液体について噴流の

速度を変え、ちぎれてバラバラの液滴になる前の連続体と

しての噴流長さについて解析値と実験値を比較し、極めて

良い結果を得ている。

　Weber2)はノズルから噴出する流れの崩壊、周囲の大気

との干渉および粘性の影響を含む先駆的な解析を行った。

　内燃機関の燃焼器で燃料を微粒化する課題では、噴流自

身の持つ不安定に頼って微粒化するのを待つとすると、噴

流の長さがいかにも長すぎて実用にならない。噴流の微粒

化を促進するとき装置に複雑さがなく故障の可能性が少な

く確実な作動が期待できるという点から噴流を衝突させる

方法は有望と考えられる。

　２本の噴流を衝突させると、衝突点から放射状に拡散す

る薄板(sheet)状の液体の流れを生じ、その周辺部から液

滴となって飛散する。研究の歴史は Savart が衝突によっ

て薄い水膜ができることを示した 1833 年にまでさかのぼ

るという。

　この問題について、G.I. Tailor3),4),5),6) が４編の論文に

おいて、 sheet の生成、sheet に発生する波、sheet の崩

壊、スリットから噴出する薄い平板状の水で測定される波

などに関する多面的な解析と実験を報告している。

　Dombrowski 達 7)は、実験で得られた写真によって噴

流断面の速度分布が衝突後の分裂の仕方に強く関与してい

ることを示し、液滴の大きさについても報告している。

　Huang 8)は同等な２本の噴流を正面衝突させて、sheet

から液滴が生成される過程を３つの段階に区分し、 sheet

の半径と Weber 数の関係を実験および理論の両面から記

述した。その後も微粒化を行う目的で噴流を衝突させる実

験研究 9),10)が盛んに行われている。

　Milne-Thomson の教科書 11) には Impinging Jet とい

う項を設け、非粘性非圧縮性流体の自由表面を持つ流れと

して２枚の薄板状噴流（２次元噴流）が衝突する場合を記述

している。本稿では、噴流の衝突を数値解法で取り扱うた

めの予備段階として、２次元噴流の一例について解析解を

検討し適切なものであることを確認した後に、同じ問題を

数値的に解いて解析解と比較し精度を評価した。あわせて

収束、計算時間及び自由表面の形状設定についても検討し

た。
2．解析解

　幅が狭く長さの長いスリット状の開口部から平板状の液

体が大気または真空中へ噴出する状況を考える。ジェッ

ト・シートまたは２次元噴流と呼ばれ図2.1 のようなもの

である。この図では便宜上奥行きが有限であるかのように

描いたけれども、二次元噴流の奥行きはいうまでもなく無

限である。

　あい等しいジェットシートが正面衝突する流れ場につい

て Milne-Thomson11) が非粘性非圧縮性流れを想定し複素

関数を適用する解析を行っている。解析結果は流れ場を表

わす複素ポテンシャル w (υ)の表示式

w (υ) = iUt/2

+ (Ut/π){log (1+υ/U)−  log (1−υ/iU)

+ log (1−υ/U)− log (1+υ/iU)} (2.1)

および流れ場を表示する複素面（ｚ面）を複素速度υと関係

付ける式

z = (t/π){−log(U + υ) + i log (U + i υ)

+ log (U −υ）− i log(U − i υ)} (2.2)

に要約される。ここでυは複素速度

υ =  u − i v = q exp (− i θ)　　　　　　　　　　　(2.3)

である。

図 2.1 ジェット・シート
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　ｗ（υ）およびｚについて記述する (2.1)および (2.2)の

２式から算出される流れ場を図2.2 に示す。左右からの噴

流が正面衝突したのち上下に方向を変えて流れ去る。

　付録 A で２式を導出する過程を再吟味した。流れ場を

設定するにあたって位置を表す複素面と速度を表す複素面

の関係を明確にし、記号の規約を現代風に改め、秩序だっ

た記述を試みて２式が厳密であることおよび導出された複

素ポテンシャルが非粘性流体力学の常識に反しないことを

確かめることが重要との考えからである。

　さらに、複素ポテンシャルは速度面の円Ｕ exp (i θ）の

内部で連続かつ有限確定値をとることおよび実部φと虚部

ψに分けると Cauchy-Riemann の関係を満たし正則関数

であることを付録Aで確認した。また、連続の条件と渦無

しの条件が満足されていることを確認した。

　(2.1)式と (2.2)式から誘導される諸式を用いて計算を行

うと、複素速度υの方向を表すθと大きさを表すＱ= q/U

を変数として自由流線および一般の流線、内部の等速度線

ならびに静圧分布を求めることができる。静圧分布を求め

る際にベルヌイの式を利用する。結果を図 2.2 から図 2.4

までの３葉をもって示し、それぞれの図から伺われる流れ

場の性質を記述した。個々の流れを代表する速度の大きさ

Ｕ、流れの厚みｔの如何にかかわらず結果を同一の図で表

すことができるように無次元化された表示を採用した。無

次元量として X = x/t，Y = y/t，Q = q/U、Ψ = ψ /Ut

を用いた。流体部分の外縁にあたる自由流線の上では静圧

が周囲の圧力に一致し、流速は Q = q/U = 1 になる。流

体の内部で静圧が上昇すると流速は低下する。よって０≦

Ｑ≦１である。

2.1　流線図

　流れ場の様子を説明するためにまず流線図について述べ

る。 (A.5)式の虚部を書き出すと無次元�流れ関数Ψが得ら

れることを(A.9b)式に示してある。Ψの値を指定しこの式

を書き直すと

tan {π (Ψ − 1/2)}Q4 + 2 sin 2 θ・Q2

　　　　　　　          − tan {π (Ψ − 1/2)} = 0 (2.4)

が得られるからΨの値を一定に保ちθを０から −2 πへ変

化させてＱを求める。

　図 A.1 を見ると０≦ψ≦ＵｔであるからΨは０から１

の間の値をとる。Ψの値に応じて許容されるθの値がつぎ

のように定まる。

(1) Ψ = 1/2 と指定すると (2.4)式は 2 sin 2 θ・Q2 = 0

となる。

a. sin 2 θ = 0 から θ = 0，− π/2, −  π および −3π/2 と

定まる。

Ｑは０≦Ｑ≦１をみたす任意の値をとる。Ｑを０から１へ

増加させるとき (A.10a)式を用いてＸを、 (A.10b)を用い

てＹを計算する。ＸおよびＹは表 2.1 のように変化しΨ =

1/2 の流線はＸ軸またはＹ軸と重なる。

b. θがその他の値をとるとＱ = 0 でなければならない。

このとき、Ψ = 1/2 の流線は原点に一致する。

(2) Ψ≠ 1/2 と指定すると (2.4)式は Q2 についての２次

式で

と書き直せる。Ｑ 2 ≧０を満たす解は

(2.5)

a. ０≦Ψ＜ 1/2 を指定すると１≧ Q2 となるには

sin 2 θ≦０でなければならず −π/2 ≦θ≦０または

−3π/2 ≦θ≦ − π

Q4 +                                 Q2 − 1 = 0
2 sin 2 θ

tan {π ( Ψ − 1/2)}

Q2 =                               +
− sin 2 θ

tan {π ( Ψ − 1/2)}
sin2  2 θ

tan2 {π ( Ψ − 1/2)}
+ 1

図 2.2 流線図

表 2.1　Ψ = 1/2 の流線
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b. 1/2 ＜Ψ≦１を指定すると１≧ Q2 となるには

sin 2 θ≧０でなければならず − π≦θ≦ − π /2 または

−2 π≦θ≦ −3 π /2

−θ＝жを想起すると上記の関係は図A.2に示したψの配

置と適合している。

　Ψの値に応じて許容されるθを(2.5)式に適用して負で

ないＱを求める。このようにして得られたθとＱの組み合

わせについて (A.10a,b)両式を計算すると指定したΨの値

に対応する流線の上の点のＸ，Ｙ座標を求めることができ

る。

�　図 2.2 では無次元化された流れ関数の値Ψを０から１

まで 0.1 刻みで変えて得られる 11 本の流線をＸ－Ｙ面に

おいて示した。０≦Ψ＜ 1/2 ならば − π /2 ＜θ＜０の

部分が図の第３象限に右下がりの曲線として描かれ、

−3 π /2 ＜θ＜ − πの部分が第１象限に左上がりの曲線

として描かれる。1/2 ＜Ψ≦１ならば − π＜θ＜ − π /2

の部分が第４象限に右上がりの曲線として描かれ、

− ２π＜θ＜ − ３π /2 の部分が第２象限に左下がりの曲

線として描かれる。これらの曲線は図A.1と適合している。

　原点に近いほど流線の間隔が広がり、速度の大きさが減

る。原点からの距離が遠方の自由流線の厚みｔの2倍程度

離れると、流線がほぼ等間隔に保たれ平行流に近い流れに

なっている。流れ場の外縁部の流線と自由流線との間隔は

常にほぼ一定に保たれている。

2.2　等速度線図

　図 2.3 にｘ軸の正負の無限遠方から原点に向かって進む

噴流が原点付近で衝突して方向を変え、ｙ軸に沿って正負

の無限遠方へ流出する流れ場について、速度が等しい部分

を繋いだ線を示した。

　Ｑを指定しθを０から −2 πまで変えて (A.10a)式と

(A.10b)式を計算すると、指定したＱの値に対応する等速

度線の上の点のＸ，Ｙ座標を求めることができる。Ｑ = ０

と指定するとつねにＸ = ０、Ｙ = ０が得られ、澱み点が原

点に一致することが分かる。Ｑを 0.1 から 1 まで 0.1 刻み

で変えて合計 10 本の等速度線を描いた。ｘ軸の正負両側

からの流れは原点に澱み点を作り、原点の周囲に速度の遅

いほぼ円形の領域がみられる。原点から離れるにつれて、

等速度線は次第に角の丸められた菱形類似のかたちをと

る。Ｑ = 1 の等速度線は自由流線と一致し流れの最外縁に

位置する。Ｘ軸から反時計回りに測って、45°，135°，225°，

315° の方向に位置するあたりで自由流線が顕著に曲がり、

流体外縁部の等速度線の間隔が狭まっている。Ｑ = 0.9 す

なわち一様流の 90％の速度の部分ですら、原点からの距

離が遠方の自由流線の幅ｔの 1.4 倍以下の領域に収まって

いる。

2.3　等静圧線図

　図 2.4 に流れの静圧が等しい点を繋いだ線を示した。図

の原点の澱み点圧力と自由流線上の周囲圧力との間を 10

等分し合計 10 本の曲線を描いた。すなわち

  =       + 0，0.1，0.2，… 0.9

の静圧に対応する線である。原点の周囲には静圧の高いほ

ぼ円形の領域がみられ、外縁部へ近づくと４枚の花びらを

持つ花のように変形している。Ｘ軸またはＹ軸上の静圧勾

配は原点付近でなだらかで、その先では勾配が増し、さら

に原点から離れると、再びなだらかになる。つまり、頂上

pa

ρU2/2

p

ρU2/2

図 2.3 等速度線図 　　　　　
図中の数字は無次元速度　Ｑ

図 2.4 等静圧線図 　　　　　
図中の数字は無次元静圧 p − pa

ρU2/2
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付近がなだらかで、途中に斜面があり、長く裾野を引く山

のような形である。これに対して、Ｘ軸から反時計回りに

測って、45°，135°，225°，315° の方向に位置する辺りで

は原点付近はなだらかであるが、外縁部へ近づくにつれて

勾配が増す釣鐘の形をしている。描いた等静圧線のうち自

由流線を除く最も外側のものでも原点からの距離が遠方の

自由流線の幅の 1.6 倍以下の領域に収まっている。等速度

線図の場合と同じく、噴流の衝突の影響は噴流の上流へ向

かってさほど溯るものではないことが分かる。

2.4　自由流線の形状

　既に３葉の図で自由流線を描いた。ここでは自由流線を

より簡潔に表す式を導く。

０＞θ＞－π /2 の範囲のθについては、 cos θ＞０、

sinθ＜０であるからＱを小さい方から１に近づける極限では

(A.10a)， (A.10b)両式の arctangent がπ /2 になる。よって

X = (1/2 π) log {(1− cos θ）/(1+ cos θ)}− 1/2　　　(2.6a)

Y = (1/2 π) log {(1+ sin θ）/(1− sin θ)}− 1/2　　　(2.6b)

つぎつぎとθを与えてＸとＹを計算し、自由流線の形状を

決めることができる。他の範囲のθについては、対称性が

あるので計算を省略した。

�　また、(2.6a)式を cos θについて解くと

cos θ = − tanh {π (X + 1/2)}　　　　　　　　　　(2.7a)

(2.6b)式を sin θについて解くと

 sin θ = tanh {π (Y + 1/2)}　　　　　　　　　　(2.7b)

であるから、Ｘを与えて(2.7a)式により cos θと sin θを

計算し(2.6b)式を使ってＹを求め、あるいはＹを与えて

(2.7b)式により cos θと sin θを計算し(2.6a)式を使って

Ｘを求め自由流線の形状を決めることもできる。自由流線

の（Ｘ，Ｙ）座標を表 2.2 に示す。点（a, b）が自由流線の上

にあれば、ａとｂを入れ替えた点（b, a）も自由流線の上に

あり、自由流線は直線ｙ = ｘに関して対称である。

　のちほど３節で必要になるので dY/dX を計算しておく。

dY/dX = (dY/dθ)/(dX/dθ) = tan θ　　　　　　　　(2.8)

2.5　流れ場の要約

　以上３枚の図から分かったことを要約する。静圧は自由

流線の外縁で周囲圧力に等しくｚ面の原点で澱み点圧力に

なるように流体内部に向かって高くなっている。流体粒子

は流体内部からの圧力を受けて外向きに曲がるように流

れ、自由流線と内部の等速度線及び流線が形成される。

　円筒状の３次元噴流が衝突する場合には、流れが衝突点

から平板状に広がり、衝突点からの距離が増すにつれて厚

みが速やかに減少 9)し液体の膜が形成されることが知られ

ている。これにひきかえ２次元噴流では衝突後も流れの厚

みが保たれる。

　噴流が衝突する直前までの流れ場を記述するという点で

は簡潔で分かりやすく、非粘性かつ非圧縮性の流体が運動

する状況を表現するという意味で流体力学的に疑いを差し

挟む余地がない。さらに複素ポテンシャルｗ（υ）が記述さ

れ、複素面（ｚ面）が複素速度υと数式により関係づけられ

ているので厳密な計算を容易に行なうことができる。した

がって、噴流の衝突について数値解法の精度を調べる目的

には適している。

表 2.2　自由流線の形状

This document is provided by JAXA.



航空宇宙技術研究所資料TM-757号6

2.6　数値解法へのはしわたし

　図 2.2 はｘ軸に関して左右対称であり、ｙ軸に関して上

下対称である。この流れ場を数値的に解くには、例えば第

３象限を解けば十分である。図 2.5 は流れの速度変化が緩

慢な部分を省略し、図 2.2 の第３象限の −1.4 ≦Ｘ≦０，

−1.4 ≦Ｙ≦０の部分を拡大して描いたものである。

　図 2.5 で左下側の縁ＱＲＳが自由流線である。自由流線

に加えてΨ = 0.1 から 0.5 まで 0.1 刻みに選んだ流線を書

き込んである。流れはＸ = − 1.4 の断面ＰＱで左から流入

し 90 度方向を変えてＹ = − 1.4 の断面ＳＴで下へ流出す

る。Ｏ→Ｐ→Ｑ→Ｒ→Ｓ→Ｔ→Ｏとたどって囲まれる領域

の流れ関数を数値的に解くことを考える。この領域で流れ

関数は直線ｙ=ｘに関して対称であるからＯ→Ｐ→Ｑ→Ｒ

→Ｏとたどって囲まれる左側の領域を解くことができれ

ば、結果を直線Ｙ = Ｘに関して対称移動して右下領域Ｏ→

Ｒ→Ｓ→Ｔ→Ｏでの流れ関数も決定できる。

　数値解法ではＸおよびＹを等しい間隔Ｈで区切った格子

を使う。境界値を定めるために、必要な格子点で解析解を

あらかじめ求め表 2.3 に記す。所望の格子点で解析解を求

める方法を付録Ｂに述べる。

　図 2.6 にθまたはＱをそれぞれ一定に保つときに得られ

る曲線を示す。原点から放射状に引かれた７本の曲線はθ

を − 0.1 から − 0.7 まで 0.1 刻みに選んで、Ｑを０から１

まで連続的に変えるときに得られる。他方、同心の 10 本

の曲線はＱを 0.1 から 1 まで 0.1 刻みに選んで、θを０か

ら − πまで連続的に変えて得られる。

図 2.5 拡大した流線図

図 2.6 θ − Ｑ図 　　　　　
放射状の曲線は上から 　　　　　
θ = −0.1, 0.2,…, 0.7 　　　　
同心の曲線は原点側から外へ向かって

　　　　Ｑ = 0.1, 0.2, …, 1

表 2.3　格子点の解析解

This document is provided by JAXA.
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3.　数値解

　第２節で扱ったのと同じ問題の数値解を解析解と比較

し、数値解の精度を高める目的で３つの観点

a. 境界線の直近内側の格子点でΨの値を求める補間…

3.1　(5)

b. 格子線と境界線の交点で ∂ Ψ /∂ Ｙを求める微分…

3.1 項　(8)

c. 格子間隔の稠密化

から検討を行い、それぞれの効果と計算量を調べた。

3.1　数値解法の手順

(1)基礎方程式

　流れ関数ψをもちいると、流速のｘ，ｙ成分はつぎのよ

うに書き表せる。

u = ∂ ψ /∂ ｙ，　　　　　ｖ = − ∂ ψ /∂ ｘ　　　　(3.1)

連続の条件

∂ ｕ /∂ ｘ + ∂ ｖ /∂ ｙ = 0　　　　　　　　　　　　(3.2)

は恒等的に満たされている。このとき、渦無し条件はラプ

ラス方程式 �

∂ 2 ψ /∂x2 + ∂  2 ψ /∂y2 = 0 (3.3a)

で書き表され、これが基礎方程式である。無次元表示すると

∂2 Ψ /∂X2 + ∂2 Ψ /∂Y2 = 0　　　　　　　　 (3.3b)

(2)問題を扱う範囲

　第２節では問題を −  2.4 ≦Ｘ≦ 2.4 かつ − 2.4 ≦Ｙ≦

2.4 の領域で扱った。ここでは、図 2.2 に示されている流

れの対称性を考慮に入れ、流れの変化が顕著な一部分（−1.4

≦Ｘ≦０かつ −1.4 ≦Ｙ≦０）だけを扱う。流れ場は直線ｙ

= −ｘに関して対称であるから、実際に計算するのは図2.5

および図 3.1 に示した領域である。

(3)境界条件

i) Y = 0 かつ X ≦ 0 で Ψ = 0.5 (3.4a)

ii) X = 0 かつ Y ≦ 0 で Ψ = 0.5　　　　 (3.4b)

iii) X = −1.4 で格子点のΨは表 2.3 に示した値とする。

iv) Y = y/b = −1.4 で格子点のΨは直線

y = x に関する対称性を考慮して決める。�　

v) 解析解として得られている自由流線を境界線とし、こ

の曲線の上で境界条件

Ψ = 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (3.5)

を定める。以下、「境界線」という言葉を「自由流線」の

代わりに使う。解析解として得られ図2.5 に示されている

自由流線のＱ→Ｒ部分の形状を表わす数値を表2.2に記載

してある。同図のＳ→Ｒ部分は直線Y = X に関してＱ→Ｒ

部分を対称に移動すれば得られる。

　自由流線の上でＱ=１であるから、境界線の上で得られ

る無次元速度Ｑの数値解の精度を評価できる。

(4)ヤコビ法 12)

　Ｘ－Ｙ面で等間隔に設けた格子点でラプラス方程式を差

分近似しヤコビ法で解く。格子間隔はＸ方向もＹ方向も等

しくＨとする。

図 3.1　格子点と境界線

This document is provided by JAXA.
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Ψ i,j
 (ν+1) = {Ψ i+1,j 

(ν) + Ψ i-1,j 
(ν)

　　　　　+ Ψ i,j+1 
(ν) + Ψ i,j-1 

(ν) }/4　　　　　　　(3.6)

を適切な初期値から始めて収束するまで計算する。

(5)境界線の直近内側の格子点でのΨの値

　上記(3) v)で述べた境界線は通常、格子点と重ならない。

また、境界線の直近内側の格子点でのΨの値は (3.6)式で

は更新されない。そこでより内側のいくつかの格子点で計

算されたΨの値および境界線上のΨ = 0 を使って、境界線

の直近内側（流体のある部分）の格子点でのΨの値を補間し

た。すなわち、付録Ｃの図C.1 に示した点ＢでΨの値を求

める際に点Ｃ，Ｄ，Ｅ，…で計算されたΨの値および境界

線上の点 A でΨ = 0 であることを使って補間を行う。

(6)初期値の設定

　初期値の設定は流体が存在する部分を３つの領域に分け

て行った。図 3.1 に示したように

a 領域：R を通るＹ軸に平行な直線より左側

b 領域：R を通るＹ軸に平行な直線より右側で直線Ｙ= Ｘ

より上側

c 領域：直線Ｙ = Ｘより下側である。

　a 領域では、Ｙ軸に平行な格子線に沿って、Ｙ = ０でΨ =

0.5、境界線と格子線の交点でΨ = ０となり、境界線から

の距離に比例するようにΨの値を定めた。

　b 領域でのΨの初期値の定め方を述べるに先立って、格

子線の番号を決めなければならない。Ｙ軸に平行な格子線

の番号をＹ軸を０番として右から左へ数えてｋ番とする。

ｂ領域の左端の格子線は km 番である。Ｘ軸に平行な格子

線番号をＸ軸を０番として上から下へ数えてｊ番とする。

　(3) v)項で述べた境界線を越えない直近の格子点は je 番

である。格子点（k, j）でのΨの初期値は

Ψ k,j = (1.05 − k・j/km2 )/2　　　　　　　　　　　(3.7)

とした。1.05 は目の子で決めたけれども格子間隔Ｈ = 1/

50 の場合にはよい値であることが結果として分かった。

Ｈ = 1/20 の場合には、1.2 がよい。

　ｃ領域では直線Ｙ = Ｘに関する対称性を考慮し、a およ

び b 領域の格子点で求められたΨの値を移し替えるだけ

である。

(7)計算の実行

　以上の手順により計算領域を覆い尽くすΨの値が全て与

えられたことになり、(3.6)式を解くことができる。

(8)境界線に沿う流速

　Ψが収束するとＸ = 一定の線の上にある格子点で得ら

れたΨを使って格子線と境界線の交点での速度のｘ方向成

分ｕを推算する。(7)項を完了すると、付録Ｄの図 D.1 に

示したＢ，Ｃ，Ｄ，…点でΨの値が知られる。A 点ではΨ

= ０である。他方、u/U = ∂ Ψ /∂Y であるから得られた

Ψの値を数値微分することによって u/U を求めることが

できる。

　∂ Ψ /∂Y を求める式を付録Ｄに示した。何個の点を使

うかによって結果が異なり、使う点の数が増すにつれて式

は繁雑になる。u/U が分ると境界線に沿う速度の大きさ

Ｑは

Q = u {1 + (dY/dX)2}1/2/U　　　　　　　　　　　(3.8)

により得られる。dY/dX は表 2.2 に記載してある。

3.2　数値解の一例と解析解の比較

　まず、問題の所在を示すために数値解の一例を解析解と

比較し図 3.2 に示した。この図の縦軸はＹ座標で、横軸は

点（−1，Ｙ）で計算したΨの値である。数値解は 3.1 項にの

べた方針にそって、3.1 (1)項から 3.7 (7)項までを実行し

て得たものである。3.1 (4)項の格子間隔は 1/20 とした。

3.1 (5)項にのべた境界線の直近内側の格子点でのΨの値は

図 3.2　X = −1 でのΨ：解析解と数値解の一例
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2 点を使うできるだけ簡単な方法で定めた。

　700回の繰り返し計算により数値解が有効数字６桁まで

収束した。この数値解は図 3.1 の直線Ｘ = −1 の上にある

格子点で得られた精度の低い解である。他方、解析解は付

録Ｂに述べた方法で計算した正確なものである。この図か

ら分るとおり数値解Ψの精度を図示するのに、数値解その

ものでは表示しにくい。以下の検討では誤差（数値解－解

析解）を使う。

　直線で表される初期値に対して、収束解はわずかに下に

凸の曲線になっている。図の上で収束解は解析解（点線と重

なって区別がつかない。差異が識別できるようにだ円で囲

んだ部分を５倍に拡大して右に示した。Ｙ座標の絶対値が

増す、つまり図の下へゆくほど差異は増す。Ｙ = − 0.6 で

解析解が 0.0310158 であるのに対して数値解は 0.0301674

へ収束する。Ψの誤差は 0.0008 程度である。表 3.1 でい

えばＸ座標が −1 の箇所の解析解と補間に使う点の数２の

数値解がこれに該当する。

　次に、このΨを使って 3.1 (8)項に沿い境界線の上の流

速を計算した。∂Ψ/∂Y は２点を使うできるだけ簡単な方

法で計算した。ただし、３個以上の点を使って ∂Ψ/∂Y を

計算しても精度の低いΨを用いる限りよい結果は得られ

ず、むしろ簡単なものを使うほうが僅かながら精度の高い

結果を得る。

　図3.3に境界線の上でＸの値を指定したときに定まる位

置で流速を計算した結果を示す。横軸にＸの値をとり、縦

軸に無次元流速Ｑをとった。解析解はＱ = １である。Ｘの

値よっては数値解の�Ｑに４％の誤差が生じていることが

分る。よって、Ｑを満足すべき精度で求めるには、Ψの数

値解を十分に高い精度で求めておく必要がある。Ψを高い

精度で計算できれば、引き続いて ∂Ψ/∂Y を高い精度で計

算することが課題となる。

3.3　Ψの精度と精度向上に要する計算量

　図 C.1 に示した境界線の直近内側の格子点（○印）でΨ

の値を補間によって求める。このときに●印の点のΨの値

を使う。

　格子点Ｃ，Ｄ、Ｅ…は上下左右を格子点で囲まれている

からヤコビ法で反復計算を行うたびにΨの値が更新され、

やがて収束解が得られる。しかし、Ｂ点は下側（境界線の

側）に格子点がないために (3.6)式を適用できずΨの値が更

新されない。また、A 点は直線ＤＢと境界線の交点で、流

体の端にあるからΨ = ０と設定されている。そこで、A，

Ｃ，Ｄ，Ｅ…点のΨの値を使ってＢ点のΨの値を補間する

ことによりＢ点のΨの値を更新する。ここでは考え方を述

べるにとどめ、補間式の導き方は付録Ｃに記した。

�　図 3.1 に示した間隔Ｈ = 1/20 の格子を使って問題を解

く。Ｘ = −1.35 からＸ = −0.8 まで 1/20 刻みにＢに該当

する境界線の直近内側の格子点でΨの値を求める。このと

き補間に用いる点Ａ，Ｃ，Ｄ，Ｅ，…の数を２点から１点

ずつ増し、Ψの値がどのように変わるかを表3.1に示した。

補間に用いる点の数とはかかわりなくいずれの場合も700

回の繰り返し計算でΨの数値解が有効数字６桁まで収束し

た。

　さらに誤差の絶対値 = ｜数値解－解析解｜を図 3.4a に

示した。横軸にＸの値をとり、縦軸に誤差をとった。点の

数が２の結果を点線で結び、点の数が７の結果を実線で結

んである。点の数が２（□印）から４（△印）まで増す間は誤

差が順調に減少し1.5 桁程度精度が向上する。全般的には

７点を使うと最も高い精度が得られる。しかし点の数が５

（■印）から７（×印）の間の誤差の減少は僅かである。Ｘの

値によっては点の数が少ないときに誤差が少ないという逆

転も見られる。点の数をさらに増やしてもさほどの精度向

上は期待できない格子間隔Ｈ = 1/20 では 10-5 程度の誤差

が生じることは避けられない。

　Ψの精度はＸの値によってもかなり変わる。例えばＸ =

−1.3, −1.05, −0.95 では精度が向上する傾向が見られる。

図 3.1 を子細に眺めると、これらのＸで点 A（境界線上の

点）と点Ｂ（直近の格子点）との間の距離が短いことが分か

る。

　Ψの精度を高めるもう１つの方法は格子間隔を縮めるた

めに多数の格子点を使う方法である。Ｈ = 1/50 の場合を

調べた。3000 回の繰り返し計算で数値解が有効数字６桁

まで収束した。誤差の絶対値＝｜数値解－解析解｜を図

3.4bに示した。この場合も点の数が２（□印）から４（△印）

まで増す間は誤差が順調に減少し２桁程度精度が向上す

る。全般的には７点を使うと最も高い精度が得られる。し

かし、このときにも点の数が５（■印）から７（×印）の間の

誤差の減少は僅かである。Ｈ = 1/20 の場合と比べると誤

差が１桁程度減少し、10-6 程度まで減少した。

�　表 3.2 に収束までに必要な計算量を比較した。ヤコビ

図 3.3　自由流線に沿う流速：数値解の一例
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表 3.1　境界線直近内側の Ψ とその精度

図 3.4a Ψの誤差　（格子間隔 1/20） 　　　　　　
補間に使う □２点 ＋３点 △４点 　　
点数 ■５点 ▽６点 ×７点

図 3.4b Ψの誤差　（格子間隔 1/50） 　　　　　　
補間に使う □２点 ＋３点 △４点 　　
点数 ■５点 ▽６点 ×７点
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法を用いるとき格子間隔Ｈを 1/20 から 1/50 に稠密化す

ると計算量は約 25 倍に増加する。この内訳は１回の繰り

返しを行うのに必要な計算量が格子点の数に応じて約６倍

に増加し、収束に必要な繰り返し回数が 700 回から 3000

回に増加するためである。約 25 倍の計算量を投入すると

計算精度が１桁向上する。

　格子間隔を一定に保つ場合には、Ｂ点のΨの精度はΨの

値を求めるときに使う点の数に支配される。使う点の数が

増すにつれて補間式が繁雑になり計算量が若干増加するけ

れども、精度向上に大いに寄与する。点の数を２から７に

増すと計算量が７％増し、精度は２桁近く向上する。

3.4　境界線の上の流速

　u/U =∂Ψ/∂Y であるから Y を数値微分することによっ

て境界線の上で速度のＸ方向成分を求めることができる。

図D.1（付録Ｄ参照）に記したA点ではΨ= 0 であり、点

Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ，…などではΨの値が計算されている。こ

れらの値を使って数値微分を行い、点Aで ｶY/ｶY を計算

する方法を付録Ｄに述べた。

　(3.8)式により境界線に沿う速度の大きさＱを求めた。

境界線の勾配 dY/dX は表 2.2 に記載の値を使った。数値

微分に用いる点 A，Ｂ，Ｃ，…の数を２点から１点づつ増

しＱの値がどのように変わるかを調べた。点 A で ∂Ψ/∂Y

を計算するために用いる点の数（図 D.1 参照）を、Ｂ点の

Ψの値を補間するために用いる点の数（図 C.1 参照）と等

しく選ぶときＱの精度がよくなることが分かった。また、

数値微分に用いる点としてＢ点を除外し、点 A，Ｃ，Ｄ…

を使う考え方も成り立つ。この方法も試したがＱの精度に

ほとんど影響しなかった。

�　補間と微分に同数の点を使うこととし、図 3.5a にＨ =

1/20 の場合について点の数を２から６まで変える時にＱ

の精度が向上する様子を示した。点の数が２（□印）から４

（△印）まで増す間は誤差が順調に減少し1.5桁程度精度が

向上する。全般的には７点を使うと最も高い精度が得られ

る。しかし点の数が５（■印）から７（×印）の間の誤差の減

少は僅かである。Ｘの値によっては、点の数が少ないとき

に誤差が少ないという逆転も見られる。点の数をさらに増

やしてもさほどの精度向上は期待できない。これらの知見

は前項でのべたΨの精度に関する知見と全く同じである。

これはＱの精度がΨの精度に著しく依存しているから当然

表 3.2　Ψ の収束に要する計算時間の比較

図 3.5a Ｑの誤差　（格子間隔 1/20） 　　　　　　
微分に使う □２点 ＋３点 △４点 　　
点数 ■５点 ▽６点 ×７点

図 3.5b　Ｑの誤差　（格子間隔 1/50） 　　　　　　
微分に使う □２点 ＋３点 △４点 　　
点数 ■５点 ▽６点 ×７点 �
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であろう。

　図 3.4a でΨの誤差が 10-5 程度（×印を結ぶ実線）であっ

たのに対して、図 3.5a でＱの誤差は 10-5 ～ 10-3 の範囲

（×印を結ぶ実線）に渡る。Ｑの精度がΨの精度より 1 ～ 2

桁低下する原因は主にΨを数値微分することにあると考え

られる。図 3.5a を図 3.4a と詳しく見比べると、Ｑの誤差

とΨの誤差の現れ方が個々のＸ座標ごとに違うことが分か

る。

　図 3.5a ではＸの値が増して −0.8 へ近づくにつれてＱ

の精度が低下する傾向がみられる。しかし、これは一般的

なことではないようである。

　図 3.5b はＨ = 1/50 の場合で、Ｑの誤差は 10-4 を若干

上回る程度まで減少した。Ｈ = 1/20 の場合の図 3.5a と

比べると誤差が１桁弱減少した。点の数を増すにつれて誤

差が減る傾向は格子間隔が小さい方が顕著である。Ｘの値

が増して −0.8 へ近づいてもＱの精度が低下するとは言え

ない。

　数値微分を行う部分は反復計算ではなく１回きりの計算

だから、格子間隔を細かくとっても複雑なアルゴリズムを

使っても計算量の増加はほとんど問題にならない。

3.5　パラメタを使って設定された境界線

　これまでは解析解で得られた自由流線をそのまま利用し

て境界線を設定した。解析解が得られない問題では自由流

線を求めることも問題の一部分である。本項ではパラメー

タを使って境界線を設定し、既に解析解が知られている自

由流線にできるだけ近づけることを試みる。つづいて設定

された境界線に沿う流速を計算する。

(1)境界線の設定

　境界線を設定するためにパラメータ a3 ，a4 ，… an-1 ，

an を含む n 次式 YA = f（ｘ）を求める。この n 次式は３つ

の条件、

a. 点（X0 ，Y0 ）を通る

b. 点（X0 ，Y0 ）で勾配が Y0 ´である

c. 直線 Y = X との交点（XR ，XR ）で勾配が dYA/dX = −1

である

を満たすようにきめる。

a と b から YA = f（ｘ）の具体的な表現は

YA − Y0 = an （X − X0 ）
n + an-1 （X − X0 ）

n-1 + …

　　　+ a3 （X − X0 ）
3 + a2 （X − X0 ）

2

　　　+Y0 （́X − X0 ）　　　　　　　　　　　　　　(3.9)

ｃから (3.9)式が点（XR ，XR ）を通るときに

XR −Y0 =an （XR − X0 ）
n + an-1 （XR − X0 ）

n-1 + …

　　　+ a3 （XR − X0 ）
3 + a2 （XR − X0 ）

2

　　　+Y0 （́XR − X0 ）　　　　　　　　　　　　　(3.10)

勾配が dYA /dX = −1 であるために

−1 =nan （XR − X0 ）
n-1 +（n−1）an-1 （XR − X0 ）

n-2 + …

　　 +3a3 （XR − X0 ）
2 + 2a2 （XR − X0 ）

　　 +Y0 ´　　　　　　　　　　　　　　　　　(3.11)

an ，an-1 ，…，a3 を与えると (3.10)式と(3.11)式を同時

に満足する a2，XR を求めることができる。

XR =

      + (3.12)

XR を (3.11)式に代入すると

a2 = −

      − (3.13)

XR を求めるには、 (3.12)式の右辺第２項を０として得られ

る XR の第０近似解を右辺第２項に代入して第１近似解を

得る。以後第 n 近似解を右辺第２項に代入する操作を繰

り返して収束解を得る。a2 を求めるには収束した XR を

(3.13)式に代入する。Ｘに対応する YA を求め境界線を記

述するには (3.9)式を計算する。境界線の勾配は

dYA/dX = nan (x − X0)
n-1 + (n −  1) an-1 ( X− X0)

n-2 + …

    + 3a3 (X − X0)
2 + a2 (X − X0 ) + Y0 ´　　　　　　(3.14)

である。

　パラメータ a3 ，a4 ，a5 ，a6 ，a7 のうち１個だけを０

でない適切な値に選び他は０として設定される境界線が自

由流線にどの程度近づくかについて調べ結果を表3.3に示

した。

　表 3.3 のδは境界線のＹ座標から自由流線のＹ座標（表

2.2 参照）を差し引いた値すなわち図 3.6 に示すδ = YA −Y

である。δにつけた下添字はＸ座標の値である。a5 を

−0.7605 とし、他を０とするときに｜δ｜は 0.001185 以

下となり境界線が自由流線に最も近づく。

(2)補正項

　境界線を自由流線にさらに近づけるために補正項を導入

する。− δ = Ｙ − YA の近似値を補正項 とする。通常 − δ

は図 3.7 のような曲線である。３点（X0 ，0），（X1 ，− δ 1 ）

および（X2 ，−δ2 ）を通りこれらの点で勾配が０になるよ

うに補正項を設定した。X0 ≦ X ＜ X1 においては

2Y
0
 + (1 − Y

0
 ′) X

0

3 − Y
0
 ′

1 + Y
0
 ′

2 (X
R
 − X

0
)

na
n
 (X

R
 − X

0
)n-2

+ (n − 1) a
n-1

 (X
R
 − X

0
)n-3 + …

+ 3a
3
 (X

R
 − X

0
)

2

(2 − n) a
n
 (X

R
 − X

0
)n

+ (3 − n) a
n-1

 (X
R
 − X

0
)n-1 + …

+ (2 − 3) a
3
 (X

R
 − X

0
)3

3 − Y
0 
′
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−δ = a {X3/3 −（X0 + X1 ）X
2/2 +X0X1X} + b (3.15)

a と b はつぎのように決まる。

a = −　　　　　　　　　　　　　　　

b = −

− dδ /dX = a (X − X
0
) (X − X

1
) (3.16)

X1 ≦ X ＜ X2 においては

−δ = c {X3/3 − (X1 + X) X
2/2 + X1 X2 X} + d (3.17)

c と d はつぎのように決まる。

c =

d = −

− dδ /dX = c (X − X
1
) (X − X

2
) (3.18)

6 δ
1

(X
0
 − X

1
)3

δ
1
 (X

0
 − 3X

1
) X

0
2

(X
0
 − X

1
)3

δ
1
 (3X

1
 − X

2
) X

2
2 + δ

2
 (X

1
 − 3X

2
) X

1
2

(X
1
 − X

2
)3

6 (δ
1
 − δ

2
)

(X
1
 − X

2
)3

表 3.3　境界線と自由流線の偏差 δ

図 3.6　境界線　　　　 と自由流線 図 3.7　補正項 − δの概念図- - - - - -
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補正項を加えると｜δ｜は１桁小さく 0.00010 以下とな

り境界線が自由流線にさらに近づく。

(3)境界線に沿う流速

　パラメータと補正項を使って境界線を記述し境界線に沿

う無次元流速Ｑを求め解析解Ｑ = 1 との誤差を図 3.8 に示

した。□印で示した a3 = −0.8395 では 4％を越える誤差が

生じている。これに対して、△印で示した a5 = −0.7605 で

は誤差が１％以下に収まった。さらに修正項を付加した×

印では誤差 0.15％以下に減少した。これは図 3.5a の×印

にも匹敵する精度である。境界線を適切に設定できればそ

の上で無次元流速Ｑをほぼ１にすることができ、自由流線

を近似すると考えられる。

3.6　数値解のまとめ

　解析解の知られている噴流衝突の問題を数値的に解い

て、解の精度と必要な計算量について調べた。補間と微分

に使うアルゴリズムをラグランジュの補間公式から導い

て、使う点の数と精度向上への寄与について系統的に調べ

た。格子間隔の選択についても調べた。

　数値解の精度を高める目的で３つの観点から行った検討

の結果を表 3.4 に整理した。格子間隔を細かくとってΨを

求める反復計算に多大の計算量を投入する場合には、それ

に見合った精度の高い補間および微分のアルゴリズムを適

切に組み合わせて使うことが重要である。

図 3.8 Ｑの誤差
（パラメタと補正項で設定し境界線） 　　　　　

　 ケースＩ a3 = −0.8395 補正項なし 　　　
　　　 ケース II a4 = −0.696 補正項なし

ケース III　a5 = −0.7605 補正項なし 　　　
　　　 ケース IV a6 = −0.9255 補正項なし 　　　
　　　 ケース V a7 = −1.1955 補正項なし 　　　
　　　 ケース VI a5 = −0.7605 補正項あり

表 3.4　数値解の精度と必要な計算量
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　境界線をパラメタ表示し自由流線にできるだけ近づける

ことを試みた。得られた境界線の上で無次元流速を求め解

析解と比較し誤差を検討した。適切なパラメタを選びさら

に補正項を付加することにより無次元流速の誤差を0.15％

以下にできた。

4.あとがき

　噴流衝突を数値解析によって取り扱う予備段階として精

度と計算時間について検討した。精度の検討は数値解を解

析解と比較することによって行った。この結果以下の知見

を得た。

(1) ヤコビ法において精度を向上させるために稠密な格子

間隔を用いると計算時間が急激に増加する。

(2) 同一の格子間隔を用いても、補間と微分の手順を系統

的に高度化することによって２桁程度の精度向上を達

成できる。

(3) 補間と微分の手順を高度化しても計算時間の増加は僅

かである。

(4) 格子間隔を細かくとって多大な計算量を投入するとき

には、それに見合った高精度を期待できる補間と微分

のアルゴリズムを適切に組み合わせて使うことが重要

である。

(5) 二次元噴流が衝突する流れ場の自由流線に沿う流速に

関して誤差 0.017％以下を達成した。�

(6) 流体の表面に相当する境界線をパラメタ表示および補

正項の追加によって設定し自由流線に近づけた。得ら

れた境界線の上で計算した無次元流速は誤差 0.15％以

下にできた。

(7) ラグランジュの補間公式を拡張した逆補間手法を開発

し、任意の格子点で比較の基準になる精密な解析解を

３回程度の反復で算出した。
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　二次元噴流（図 2.1 参照）が正面衝突する場合の流れ場11)

について考察する。あえて改めて考察するのは、流れ場を

設定するにあたって位置を表す複素面と速度を表す複素面

の関係を明確にし、記号の規約を現代風に改め、この流れ

場について秩序だった記述を試み、導き出された流れ関数

が最初に想定した流れ場に適合していることを確認し、複

素ポテンシャルが正則関数であることおよび連続の条件と

渦なしの条件が成立していることを確かめるためである。

A.1　複素平面の実軸、虚軸および偏角の設定

　解析を進めるに先立って、あいまいさを避けるために以

下の３項目を明記しておく。

I. 実軸は水平にとり、右へ向かって正値が増加するもの

とする。

II. 虚軸は垂直にとり、上へ向かって正値が増加するもの

とする。

III. 偏角は反対時計回りに測るときに正値が増加するもの

とする。�

A.2　位置を表す複素面（ｚ面）の二次元噴流

　位置を表す複素面を図A.1 に示す。実軸に一致させてｘ
軸、虚軸に一致させてｙ軸を設定する。ｚ = ｘ + iy であ

る。互いに等しい一対の噴流の一方がｘ軸の左側無限遠方

から速度Ｕ、他方が右側無限遠方から速度 −U で原点に向

かって流れ、原点付近で衝突する。衝突後ｙ軸に沿って上

下に流れ、上下の無限遠方での速度がＵと −U になる。噴

流の厚みは左右および上下の無限遠方でｔになると想定す

る。

　ｘ軸の負の無限遠方に点 A1 、ｙ軸の負の無限遠方に点

B1 、ｘ軸の正の無限遠方に点 A2 、ｙ軸の正の無限遠方に

点 B2 を配置する。噴流の表面 A1 B1 ，B1 A2 ，A2 B2 ，B2A1
はそれぞれ自由流線と呼ばれる。自由流線の表面の静圧は

流れの外の周囲圧力と等しい。非粘性流を考えているから

総圧損失がなく、自由流線の上の流速の大きさはいたると

ころで無限遠方の流れの速度の大きさＵに等しい。

　現代風の流れ関数の規約 12),13) �

u = ∂ ψ / ∂y, v = −∂ ψ / ∂x　　　　　　　　　　　　(A.1)

を満足するように、自由流線の上で流れ関数の値を定め

る。経路のうち B1 付近で A からＰに向かって流れを横切

る部分に注目すると、進行方向A→Ｐに向かって左手から

右手へ流れが通過している。この場合流れ関数の規約に従

うとψは A からＰへ向かって Ut だけ増加する。なぜなら

経路に沿い −U = −∂ ψ / ∂x を積分すると、

ψ =     　 U dx = Ut だからである。同様に考えると B2

でもψが増加し、A1 と A2 ではψが減少する。よって、A1
B1 で流れ関数の値をψ = 0 と設定すると、B1 A2 で Ut、A2
B2 で 0、B2 A1 で Ut と定まる。

A.3　速度を表す複素面（υ面）での二次元噴流

　複素速度 11),13)

υ = u − iv = q exp (− iθ)　　　　　　　　　　　　　(A.2)

を表現する複素面をつぎのように定め、第４項でシュワル

ツの式を適用するのに備える。в = −v とж = −θ を導入す

ると �

υ = u + i в = q exp (ｉж） (A.2a)

速度υを表す複素面（ｕ − в面またはυ面）を図 A.2 に示

付録 A

 t/2

−t/2∫

図 A.1　位置を表す複素面（ｚ面） 図 A.2　速度を表す複素面（υ面）
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す。実軸に一致させてｕ軸、虚軸に一致させてв軸を設定

する。角度жは実軸の正の部分から反時計まわりに測る。

速度を表す複素面の第１象限すなわち 0 < ж < π /2 では

ｕ > 0 かつｖ < 0 である。第２、第３、第４象限では順次

ｕ < 0 かつｖ < 0、ｕ < 0 かつｖ > 0、ｕ > 0 かつｖ > 0

である。

　速度を表す複素面（υ面）の第１象限ではｕ > 0 かつｖ <

0 であるから位置を表す複素面（ｚ面）の第３象限に対応す

る。同様に速度成分の符号に注目するとυ面の第２象限は

ｚ面の第４象限に、υ面の第３象限はｚ面の第１象限に、

υ面の第４象限はｚ面の第２象限に対応する。

　流速の大きさｑがＵに等しいときに流速ベクトルの先端

はｑ= U の円周上に描かれる。この円周は第２項で述べた

ｚ面で記述する噴流の自由表面に相当し、円の内部は流れ

のある領域に相当する。この円の中心をｏ、円周とｕ軸の

交点を a1 とする。a1 の速度成分は（Ｕ，０）である。点 a1
から出発しжがπ /2，π，３π /2 と増加する円周上の経

路に沿って、点 b1 （0，−U），a2 （−U，0）および b2 （0，U）

を定める。速度面の４つの点 a1 ，b1 ，a2 ，b2 は位置を

表す複素面で先に定めた４つの点 A1 ，B1 ，A2 ，B2 とそ

れぞれ対応する。速度面でｑ = Ｕの円周上を a1 から出発

し b1 ，a2 ，b2 ，a1 とたどる経路はｚ面では噴流の表面

を構成する自由流線に沿って A1 ，B1 ，A2 ，B2 ，A1 と

たどる経路になる。υ面の原点ｏでは速度が０で、澱み点

であるｚ面の原点Ｏに対応する。のちほど第４項で dz を

積分するときにこの関係を利用する。

　第２項で定めた流れ関数ψの値をｑ=Ｕの円周上にひき

うつして図示しておく。円の表面を構成する弧 a1 b1 上で

ψ = 0、弧 b1 a2 上でψ = Ut、弧 a2 b2 上でψ = 0、弧 b2
a1 上でψ = Ut である。

A.4　シュワルツの式と複素ポテンシャルの提示

　原典 11) でシュワルツの式について『ｚ面の原点を中心

とする半径Ｒの円の内部で正則な関数ｆ（ｚ）があるとし、

かつｆ（ｚ）の実部の値φ（θ）が前述の円周上で与えられて

いるとすれば、(A2)式によって虚部の定数を除く関数

ｆ（ｚ）を求めることができる。』と述べ証明の筋道を示し

ている。

f (z) =　　         φ (θ) (A.3)

　この式をυ面に適用する。ｗ（υ）= φ + i ψであるか

ら −iw（υ） = ψ − i φである。実部ψが円周上で与えられ

ており、−iw（υ）がυ面の半径Ｕの円Ｕ exp (ｉж）の内部

で正則関数であると想定する。

−iw（υ）=                ψ（ж） (A.4)

第２項で述べたжの値と第３項で述べた流れ関数の値とを

関連させて書くと

　　A1 → B1　　　　　0 ≦ж＜ π/2　 ψ（ж）= 0

　　B1 → A2　　　   π/2 ≦ж＜ π　　　 ψ（ж）= Ut

　　A2 → B2　　　　   π ≦ж＜ 3 π/2 ψ（ж）= 0

　　B2 → A1　　     3π/2 ≦ж＜ 2π ψ（ж）= Ut

ψ（ж）の値は定数であるから、(A3)式のψ（ж）を積分の外

へ出すと不定積分は

F（ж） =　

           =    {−1 +                           } d ж

= − ж − 2 i log{Ｕ exp (i ж)−υ}

= − ж − 2 i log{Ｕ exp (i ж)}− 2 i log  {1−υ/U exp (i ж)}

= − ж − 2 i log U− 2 i log{exp (i ж)}−  2 i log {1−υ/

U exp (i ж)}

= − ж − 2 i log U + 2 ж − 2 i log {1−υ/U exp (i ж)}

= − ж − 2 i log {1−υ/U exp (ｉж)}− 2 i log U

F (ж)　　+ F (ж)　　

= π − 2 i log (1 + υ/U) + 2 i log (1 − υ/iU)

− 2 i log (1 − υ/U) + 2 i log (1 + υ/iU)

よって −iw (υ) = Ut/ (2π)

× {π−2 i log (1+υ/U) + 2 i log (1−υ/iU)

−2 i log (1−υ/U) + 2 i log (1+υ/iU)}

w (υ) = i Ut/2

+ (Ut/π) {log (1 + υ/U) − log (1 − υ/iU)

                       + log (1 − υ/U) − log (1 + υ/iU)} (A.5)

A.5　位置の記述

　ｚをυの関数として記述すると、Ｑとθを与えたときに

X = x/t，Y = y/t を求めることができる。

　ｗの実部と虚部がそれぞれ速度ポテンシャルおよび流れ

関数であり、ｚの実部と虚部がｘとｙであるときには、次

のようにして(A.6)を導ける 13) 。

∂w/∂x = ∂φ/∂x + i ∂ ψ /∂x = u −  iv = dw/dz • ∂z/∂x

∂z/∂x = 1 だから

∴ υ = u − iv = dw/dz　　　　　　　　　　　　　　(A.6)

dz = (1/υ) dw = (1/υ) (dw/dυ) dυ　　　　　　　　　(A.7)

 (1/υ) (dw/dυ) に(A.4)式を代入して微分計算を行い、部

分分数に展開する。 (A.5)式右辺の｛｝の中の４つの項をそ

れぞれυで微分し 1/υ を掛けると

第１項から 1/υ • d {log (1 + υ/U)}/dυ

= 1/υ • 1/(U + υ) = {1/υ − 1/(U + υ)}/U

2x

0∫1

2π
R exp (iθ) + z

R exp (iθ) − z
dθ

2π
0∫1

2π
U exp (i ж ) + υ

U exp (i ж ) − υ
d ж

∫

∫

U exp (i ж) +υ
U exp (i ж) − υ

2U exp (i ж)
U exp (i ж) −υ

d ж

π

π/2

2π

3π/2
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第２項から −1/υ • d {log (1 − υ/iU)}/dυ

= −i/υ • 1/(U+iυ) = −i {1/υ−i/(U+iυ)}/U

第３項から 1/υ • d {log (1 − υ/U)}/dυ

= −1/υ • 1/(U − υ) = − {1/υ + 1/(U − υ)}/U

第４項から −1/υ • d {1 + υ/iU)}/dυ

= i/υ • 1/(U − iυ) = i{1/υ +i/(U− iυ)}/U

上記４項をもちいて(A.7)式を書き直すと

dz = (1/υ) dw = (1/υ) (dw/dυ) dυ

= (Ut/π) [{1/υ − 1/(U + υ)}/U − i {1/υ − i/(U + iυ)}/U

− {1/υ + 1/(U − υ)}/U + i {1/υ +  i/(U − iυ)}/U] dυ

= (t/π) {−1/(U + υ) − 1/(U + iυ)

− 1/(U − υ) − 1/(U − iυ)} dυ (A.7a)

(A.7a)をυについて積分する。このとき第１項で述べた

『速度面の原点υ = 0 はよどみ点であるからｚ面の原点ｚ

= 0 に対応する。』ことを利用する。

z = (t/π) {− log (U + υ) + i log (U + iυ)

                + log (U − υ) − i log (U − iυ)} (A.8)

A.6　得られた結果の確認

　複素ポテンシャル関数を記述する (A.5)式と複素速度υ

から複素面の位置ｚを求める (A.8)式が導かれた。жを０

から２πまで増加させるとθは０から −2π まで減少する。

速度の大きさｑをＵに近い値に選んでθを０から −2π ま

で減少させ、X = x/t，Y = y/t およびΨ = ψ /Ut の変化

を調べる。これらの変化の様子が図A.1 に対応するもので

あることを計算により確かめる。

　 (A.5)式の両辺を Ut で割り

υ/U = (q/U) exp (−i θ）= Q (cos θ − i sin θ）

を代入すると

w (υ)/Ut = i/2

+ (1/π){log(1 + Ｑ cos θ − i Q sin θ)

 − log(1 + Q sin θ + i Q cos θ)

　　　 + log(1 − Ｑ cos θ + i Ｑ sin θ)

 − log(1 − Q sin θ − i Q cos θ)}

(A.5a)

(A.5a)式を実部 Φ(θ, Q) = φ/Ut と虚部 Ψ(θ, Q) = ψ /

Ut に整理する。(A.5a)式の｛｝の中の４つの項をそれぞれ

計算すると �

第１項　　log (1 + Ｑ cos θ − i Ｑ sin θ)

= (1/2) log(1 + Q2 + 2Q cos θ)+ i arctan

第２項　　−log (1 + Ｑ sin θ + i Ｑ cos θ) 　　　

= −(1/2) log(1 + Q2 + 2Q sin θ)− i arctan

第３項　　log (1 − Ｑ cos θ + i Ｑ sin θ)

= (1/2) log(1 + Q2 − 2Q cos θ)+ i arctan

第４項　　−log (1 − Ｑ sin θ − i Ｑ cos θ) 　　　

= −(1/2) log(1 + Q2 −  2Q sin θ)−  i arctan

第１項右辺の実部と第３項右辺の実部から

(1/2) log (1 + Q2 + 2Q cos θ) + (1/2) log (1 + Q2 − 2Q

cos θ) = (1/2) log (1 + Q4 − 2Q2 cos 2 θ)

第２項右辺の実部と第４項右辺の実部から

− (1/2) log (1 + Q2 + 2Q sin θ) − (1/2) log (1 + Q2 − 2Q

sin θ) = − (1/2) log (1 + Q4 + 2Q2 cos 2 θ)

∴　Φ (θ, Q) = (1/2π) log

　　　　

(A.9a)

第１項右辺の虚部と第３項右辺の虚部から

i arctan                         + i arctan

= i arctan

第２項右辺の虚部と第４項右辺の虚部から

− i arctan                         − i arctan

= − i arctan

∴　Ψ(θ, Q) = 1/2 + (1/π) arctan　

(A.9b)

　θが絶対値の小さい負値（жが小さい正値）であるとき、

Ｑを小さい方から１へ近づけると上式の右辺第２項の

arctan は −π/2 に近づく。よって、Ψ（q, θ）は０に近づ

き、図 A.1 と図 A.2 で想定した流れ関数と整合している。

(A.8)式の両辺をｔで割り、

υ/U = (q/U) exp (− i θ) = Q cos θ − i Q sin θ

を代入すると

z/t = X + i Y

= (1/π) {−log (1 + Q cos θ − i Q sin θ)

+ i log (1 + Q sin θ + i Q cos θ)

                + log (1 − Q cos θ + i Q sin θ)

− i log (1 − Q sin θ − i Q cos θ)

　　　　　　　　(A.8a)

(A.8a)式を実部Ｘ（θ，Ｑ）と虚部ｉＹ（θ，Ｑ）に整理する。

− Q sin θ
1 + Q cos θ

Q cos θ
1 + Q sin θ

2Q2 sin 2 θ
1 − Q4

Q sin θ
1 − Q cos θ

− Q cos θ
1 − Q sin θ

Q sin θ
1 − Q cos θ

− Q sin θ
1 + Q cos θ

Q cos θ
1 + Q sin θ

− Q cos θ
1 − Q sin θ

− Q2 sin 2 θ
1 + Q2 cos 2 θ

Q2 sin 2 θ
1 − Q2 cos 2 θ

1 + Q4 − 2Q2 cos 2 θ
1 + Q4 + 2Q2 cos 2 θ
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(A.8a)式右辺の｛｝の中の４つの項をそれぞれ計算すると

第１項　　−log (1 + Ｑ cos θ − i Ｑ sin θ)

= −(1/2) log(1 + Q2 + 2Q cos θ)− i arctan

第２項　　i log (1 + Ｑ sin θ + i Ｑ cos θ) 　　　

= i(1/2) log(1 + Q2 + 2Q sin θ)−  arctan

第３項　　log (1 − Ｑ cos θ + i Ｑ sin θ)

= (1/2) log(1 + Q2 −  2Q cos θ)+  i arctan

第４項　　− i log (1 − Ｑ sin θ − i Ｑ cos θ) 　　　

= − i(1/2) log(1 + Q2 − 2Q sin θ)+ arctan

第１項右辺の実部と第３項右辺の実部から

− (1/2) log (1 + Q2 + 2Q cos θ) + (1/2) log (1 + Q2

− 2Q cos θ) = (1/2) log

第２項右辺の実部と第４項右辺の実部から

−arctan                        + arctan

= − arctan

∴　X = (1/π) {1/2 log

−arctan                    } (A.10a)

第１項右辺の虚部と第３項右辺の虚部から �

− i arctan                           + i arctan

= − i arctan

第２項右辺の虚部と第４項右辺の虚部から

i (1/2) log (1 + Q2 + 2Q sin θ) − i (1/2) log (1 + Q2

− 2Q sin θ) = i (1/2) log

∴　Ｙ = (1/π) {− arctan

　　　　　

Q = 0.999 について行った計算結果を表 A.1 に示す。0 ＞

θ＞ − π/2 でＸは負の絶対値が大きい値から − 0.5 に近

づき、Ｙは − 0.5 から負の絶対値が大きい値へ移る。この

とき、Ψは 0 に近い値をとっている。よって、この部分は

図 A.1 の点 A1 と B1 を結ぶ自由流線を近似的に表し、自

由流線の上でΨが 0 になり図 A.1 と整合していることが

推測される。

− π/2 ＞θ＞ − π、− π ＞θ＞ −  3π/2 および − 3π/2 ＞θ

＞ − 2πについても、図A.1 と整合していることが推測される。

A.7　ｗ（υ）が正則関数であることの確認

(1)連続性および有限確定性の確認

(A.5)式を書き替えると

− Q sin θ
1 + Q cos θ

− Q sin θ
1 + Q cos θ

Q cos θ
1 + Q sin θ

Q sin θ
1 − Q cos θ

− Q cos θ
1 − Q sin θ

1 + Q2 − 2Q cos θ
1 + Q2 + 2Q cos θ

Q cos θ
1+ Q sin θ

− Q cos θ
1 − Q sin θ

2Q cos θ
1 − Q2

1 + Q2 − 2Q cos θ
1 + Q2 + 2Q cos θ

2Q cos θ
1 − Q2

Q sin θ
1 − Q cos θ

− 2 Q sin θ
1 − Q2

1 + Q2 + 2 Q sin θ
1 + Q2 − 2 Q sin θ

− 2 Q sin θ
1 − Q2

1

2
+      log } (A.10b)

1 + Q2 + 2 Q sin θ
1 + Q2 − 2 Q sin θ

表 A.1　設定事項の確認　
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w (υ) = i Ut/2 + (Ut/π) log

円υ = U exp (iθ)の周上では

w (υ) = i Ut/2 + (Ut/π) log (− i tan θ)となり、θ = 0，

π/2、π、3π/2 を除いて連続かつ有限確定である。

円υ = U exp (iθ)の内部では U2 ＞ υ2 だからｗ（υ）は連

続で有限確定である。

(2)Caucy-Riemann 関係式の確認

　まずφとψを求めるため(A.5)式の{}の中の４つの項を

それぞれ実部と虚部に分ける。

第 1 項　　log (1 + υ/U) = log (1 + u/U − i v/U)

= log {(Ｕ + u）2 + v2}1/2 − log U + i arctan

第 2 項　　− log (1 − υ/i U) = − log(1 + v/U + i u/U)

= − log {(U + v)2 + u2}1/2 + log U − i arctan

第 3 項　　log (1 − υ/U) = log (1 − u/U + i v/U)

= log {(U − u)2 + v2}1/2 − log U + i arctan

第 4 項　　− log (1+ υ/i U) = − log (1 − v/U − i u/U)

= − log {(U −  v)2 + u2}1/2 + log U − i arctan

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

実部を加え合わせ Ut/π をかけると

φ = (Ut/π)

　　　　×［log{(Ｕ + u)2 + v2}1/2 − log{(Ｕ + v)2  + u2}1/2

　　　　+ log{(U − u)2 + v2}1/2 − log {(U − v)2 + u2}1/2]

(A.11a)

虚部を加え合わせ Ut/π をかけて i Ut/2 を加えると、

i ψ = i Ut/2 + i (Ut/π)

　　　　　

　× {arctan　　         − arctan

　　　　　　

　　　　+ arctan 　　　　− arctan

(A.11b)

　次に Caucy-Riemann の関係式が成立することを確かめ

る。結果は(A15a,b)式である。

φ とψをそれぞれ u, v で微分すると

∂φ/∂u = − ∂ ψ /∂v = P　　　　　　　　　　　　(A.12a)

∂φ/∂v = ∂ ψ /∂u = Q　　　　　　　　　　　　　(A.12b)

�　つぎに、∂u/∂x, ∂v/∂x, ∂u/∂y および ∂v/∂y を求める。

(A.8)のυを u − i v と書き直すと

z = (t/π) {− log (U + u − i v) + i log (U + v + i u)

　　　　　+ log (Ｕ − u + i v) − i log (U − v − i u)}

z を x で偏微分すると

1 = − (∂u/∂x − i ∂v/∂x) (A + i B)　　　　　　　　(A.13a)

z を y で偏微分すると

i = − (∂u/∂x − i ∂v/∂x) (A + i B)　　　　　　　　　(A.13b)

(A.13a)を ∂u/∂x と ∂v/∂x について解くと

∂u/∂x = − A/(A2 + B2)　　　　　　　　　　　　　(A.14a)

∂v/∂x = − B/(A2 + B2)　　　　　　　　　　　　　(A.14b)

(A.13b)を ∂u/∂y と ∂v/∂y について解くと

∂u/∂y = − B/(A2 + B2)　　　　　　　　　　　　　(A.14c)

∂v/∂y = A/(A2 + B2)　　　　　　　　　　　　　(A.14d)

(A.12a,b)(A14a,b,c,d)を次式に代入すると

∂φ/∂x = ∂φ/∂u • ∂u/∂x + ∂φ/∂v • ∂v/∂x

= − PA/(A2 + B2) − QB/(A2 + B2)

∂φ/∂y = ∂φ/∂u • ∂u/∂y + ∂φ/∂v • ∂v/∂y

= − PB/(A2 + B2) + QA/(A2 + B2)

∂ψ/∂x = ∂ψ/∂u  • ∂u/∂x + ∂ψ/∂v • ∂v/∂x

= − QA/(A2 + B2) + PB/(A2 + B2)

∂ψ/∂y = ∂ψ/∂u • ∂u/∂y + ∂ψ/∂v • ∂v/∂y

= − QB/(A2 + B2) − PA/(A2 + B2)

よって

∂φ/∂x = ∂ψ/∂y　　　　　　　　　　　　　　　　(A.15a)

∂φ/∂y = − ∂ψ/∂x　　　　　　　　　　　　　　　(A.15b)

A.8　連続の条件と渦無しの条件

　連続の条件は

∂u/∂x + ∂v/∂y

= − A/(A2 + B2) + A/(A2 + B2) = 0 (A.16)

渦無しの条件は

∂v/∂x − ∂u/∂y

= − B/(A2 + B2) + B/(A2 + B2) = 0　　 (A.17)

でそれぞれ成立していることを確認できる。

　渦無しの条件の成立によって、これまでに既にｗの実部

として用いてきたφが速度ポテンシャルであることが確認

された。

1 − υ2/U2

1 + υ2/U2

− v

U + u

u

U + v

v

U − u

− u

U − u

− v

U + u

u

U + v

v

U − u

− u

U − u
}

付録Ｂ　２変数関数の逆補間

　 (A.10a)式と (A.10b)式において格子点の座標（Ｘ，Ｙ）

を指定したときに、これに対応するθとＱを求める逆補間

の方法について述べる。この方法は一般に、２変数関数Ｘ

= Ｘ（θ，Ｑ）とＹ = Ｙ（θ，Ｑ）の組み合わせに対して、極

値の近傍を除けば容易に適用できると考えられる。

　θとＱの値を仮定して両式を使いＸとＹを計算し、格子

点の座標として指定されている（Ｘ，Ｙ）に近づくように、

つぎつぎにθとＱを探して試行錯誤による探索手順を繰り

返せば、やがては求めるべきθとＱが得られる。しかし、目

標の（Ｘ，Ｙ）へ近づくようにθとＱを探索するのは必ずし

も容易ではない。
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　そこで２個の関数値Ｘ = Ｘ（θ，Ｑ）とＹ = Ｙ（θ，Ｑ）

があらかじめ指定された（Ｘ，Ｙ）に近づくようにθとＱを

探索する秩序だった方法を工夫する。仮にＸ=Ｘ（θ，Ｑ），

Ｙ = Ｙ（θ，Ｑ）を連立させて解くことができれば、解（θ，

Ｑ）が求めるものである。実際には直接解くことができな

いので、Ｘ（θ，Ｑ）とＹ（θ，Ｑ）の代わりに局所的に近似

された関数 XL （θ，Ｑ）と YL （θ，Ｑ）を導入して、Ｘ =XL
（θ，Ｑ），Ｙ =YL （θ，Ｑ）を連立させて解く。関数XL（θ，

Ｑ）と YL （θ，Ｑ）はラグランジュ(Lagrange)の補間公式
14)

を拡張して作る。

B.1　グランジュの補間公式

　（ｎ + １）個の変数の値 x0 ，x1 ，… xn に対する値 y0 ，

y1 ，… yn を用いて途中のｘに対する値ｙ = ｆ（ｘ）を補間

する（ｎ + １）点補間を考える。そのためには座標（xi ，yi）

をもつ（ｎ + １）個の点を通るｎ次の多項式 In (x) = a0 +

a1x + a2x
2 +… + anx

n を求め、この n 次式の値によって中

間のｆ（ｘ）を求めようとするのがラグランジュの補間公式

In (x)

= ∑ y
i

(B.1)

である。（ｎ + １）個の変数の値 x0 ，x1 ， �…，xn を等間

隔にとる必要はない。

[In (x)が n 次式であることは明らかである。In (xi)= yi で

ある。よって、In (x)は座標（xi ，yi ）をもつ (n + 1)個の

点を通る n 次式である。]

B.2　2変数の関数に適用できる補間公式

　ここで、ラグランジュの補間公式を２変数の関数Ｘ=Ｘ

（θ，Ｑ）に適用できるように拡張する。

XLmn (θ，Ｑ)

= ∑   ∑

(B.2)

XLmn (θ, Q)は(m + 1) × (n + 1)個の点(θ i, Qj)で関数 X =

X (θ, Q)と一致する値 Xij をとる。�

B.3　局所的に近似された関数を使う近似解

　とくに m = 1 かつ n = 1 の場合には下添字 1，1 を省

略すると

XL (θ，Q)

=   X00 + X10

+   X01 + X11 　

(B.3a)

同様に

YL (θ，Q)

=   Y00 + Y10

+   Y01 + Y11

(B.3b)

が導かれる。X00 などは(θ0, Q0)などを X = X (θ，Ｑ)に

代入して得られる値、Y00 などは(θ0, Q0)などを Y = Y(θ，

Ｑ)に代入して得られる値である。

　指定されているＸおよびＹを求めるには θ0 ，θ1 ，Q0 お

よび Q1 の妥当な初期値から出発する必要がある。X が

X00，X10，X01 および X11 の最小値と最大値の間にあり、Y

が Y00，Y10，Y01 および Y11 の最小値と最大値の間にある

ように θ0 ，θ1 ，Q0 および Q1 の初期値を設定すること

が望ましい。初期値設定は難しいことではなく、図 2.6 の

ような概略の地図をつかって見当をつけることができる。

　両式をθとＱに注目して整理すると

a θ Q + b θ + c Q + d = 0　　　　　　　　　　　　(B.4a)

e θ Q + f θ + g Q + h = 0　　　　　　　　　　　　(B.4b)

が得られる。(B.4a)式と(B.4b)式を連立させて解くことは

簡単である。θに関する２次方程式を導き、当初設定した

θ0 ，θ1 に近い方の根を近似解 θa とする。続いて対応する

Qa を求める。(θa, Qa)は連立方程式 X = X(θ,  Q), Y = Y

(θ, Q)の近似解になる。得られた(θa, Qa)を取り囲むよう

に新たに θ0 ，θ1 ，Q0 および Q1 を設定し直して同じ操

作を繰り返す。この方法を用いると (A.10a)式と (A.10b)

式を満たし有効数字６桁程度の精度をもつ(θ，Q)を３回

程度の反復で求めることができる。 
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付録Ｃ　境界線直近の格子点でΨの値を補間する方法

　付録Ｂで述べたラグランジュの補間公式、(B.1)式を利用

して境界線の直近内側の格子点でのΨの値を求める。図

C.1 に即して具体的に述べると、A 点とＣ，Ｄ，Ｅ，…の

諸点で知られているΨの値を使ってＢ点でΨの値を求める

方法である。補間に用いる格子点の数を２点から１点ずつ

増加させるときにnが３以下の補間公式を例示的に書き下

す。

I1 (x) =      y0 +        y1 　　　　　　    (C.1a)

I2 (x) = y0

+ y1

+ y2   (C.1b)

I3 (x) =    y0

+    y1

+    y2

+    y3   (C.1c)

となる。ここで、図 C.1 に即して

x0 → YA, x → YB, x1 → YC, x2 → YD，x3 → YE，…

y0 → ΨA, In (x) → ΨB, y1 → ΨC, y2 → ΨD, y3 → ΨE …

と書き替えると

n = 1 の場合

ΨB =    ΨA +         ΨC

ここで ΨA = 0 ゆえ

∴　ΨB = ΨC   (C.2a)

n = 2 の場合

ΨB =  ΨA

+  ΨC

+  ΨD   (C.2b)

ここで ΨA = 0，YB − YD = − 2H，YC − YD = − H，YB − YC

= − H ゆえ

∴　ΨB = 2      ΨC −  ΨD   (C.3b)

n = 3 の場合

ΨB =          ΨA

+          ΨC

+               ΨD

+               ΨE

ここで ΨA = 0，YB − YD = −2H, YB − YE = −3H, YC − YD
= −H, YC − YE = − 2H, YB − YC = −H, YD − YE = −H, YE − YC
= 2H ゆえ

∴　ΨB = 3      ΨC − 3   ΨD +

ΨE   (C.3c)

　上記の結果から、ｎが４以上の場合についてもつぎのよ

うに ΨB の表式を推論できる。

ΨB = − (−1)1 nC1 ΨC

− (−1)2 nC2 ΨD
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図 C.1　補間に用いる点
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付録D　境界線上の点で ∂Ψ/∂Yを求める方法

　ラグランジュの補間公式を利用して境界線上の点で

∂Ψ/∂Y を求める。付録Ｃではｎが３以下の場合について

補間公式を書き下し(C.1a)式から(C.1c)式を得た。これら

の式をｘで微分すると

I1 ′(x) =           +

I2 ′(x) = y0

+ y1

+ y2

I3 ′(x) = y0

+ y1

+ y2

+ y3

　とくに x = x0 で y0 = 0 である場合について x = x0 で

の微係数は

I1 ′(x0) =                y1   (D.1a)

I2 ′(x0) = y1

+ y2  (D.1b)

I3 ′(x0) = y1

+ y2

+ y3   (D.1c)

図 D.1 に即して

x0 → YA, x1 → YB, x2 → YC, x3 → YD, x4 → YE, …

In ′(x0) →Ψ´ A ，ｙ 1 →Ψ B ，ｙ 2 →Ψ C ，ｙ 3 →Ψ D ，

ｙ 4 →Ψ E ，…

と書き替えると

n = 1 の場合

Ψ ′A =         ΨB   (D.2a)

n = 2 の場合

Ψ ′A =       ΨB

+       ΨC

YB − YC = −H だから

∴　Ψ ′A = −  Ψ
B
 + Ψ

C

(D.2b)

− (−1)3 nC3 ΨE

− (−1)4 nC4 ΨF  − …

− (−1)n nCn Ψn

推論された表式が正しいことは表式に従って実際に ΨB の

補間計算を行ってみれば確認できる。 
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図 D.1　微分に用いる点
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n = 3 の場合

Ψ ′A = ΨB

+ ΨC

+ ΨD

YB − YC = −H, YB − YD = −2H, YC − YD = −H だから

∴　Ψ ′A = ΨB

−    ΨC

+ ΨD   (D.2c)

　上記の結果から、ｎが４以上の場合についてもつぎのよ

うに Ψ ′A の表式を推論できる。

Ψ ′A

= (−1)n-1 n-1C0 ΨB

− (−1)n-1 n-1C1 ΨC

+ (−1)n-1 n-1C2 ΨD − …

+ (−1)n-1 n-1C
n-1    Ψn

推論された表式が正しいことは表式に従って実際に Ψ ′A
を微分計算すれば確認できる。
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