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ABSTRACT

1 はじめに
緩やかな上り坂へ向かう超音速流れについて，著者らは

Landau & Lifshitz による特性曲線の理論 1) を用いて，圧縮
波が集積し衝撃波となる場所を理論的に導出することに成功
した 2)．実際，同じ種類の特性曲線同士の衝突という衝撃波
の定義 3) に基づき，特性曲線同士が最初に衝突する部分を導
出した結果，衝突点の軌跡が特性曲線の包絡線に一致すると
いうことを示した．そして，衝撃波発生点が一様流マッハ数
M∞ 及び壁面転向角 θwall に応じて，0個から最大で 2個存
在することを示した．
しかしながら，以上の結果は理論的に示されたものであっ
て，実現象として衝撃波発生点が 2点発生するということを
確認した例はこれまでにない．そこで本稿では，上記の流れ
場を数値的に解析し，その結果から衝撃波検出手法 4, 5) を適
用して衝撃波のみを抽出することによって，理論的に得られ
た衝撃波発生点の分類の真偽を考察することを目的とする．

2 問題設定
Fig.1 に示すような，緩やかな上り坂を過ぎる超音速流れ

を考える．Fig.1 において，α 及び φ�－φ はそれぞれ一様流
に対応するマッハ角及び特性曲線が x 軸となす角度である．
座標系 (x, y ) の原点 O は壁面が凹になり始める点に一致さ
せている．壁面は 2本の直線が円弧によって滑らかに接続さ
れたものである．
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3 衝撃波発生点の解析的考察
著者らはこれまでに，上記のように設定された流れ場にお

いて衝撃波発生点がどのように存在するのかを理論的に考察
した 2)．ここでは，その結果を要約して示す．

Landau & Lifshitz 1) は，2 次元定常等エントロピー流れ
に対する圧縮性 Euler 方程式から φ をパラメータとする特性
曲線の方程式群を導出した．これらの特性曲線群は Fig.2 に
示すように互いに交差するから，それらが最初に衝突する部
分を極限的に導出することによって，衝撃波の発生点を求め
た．更に，衝撃波発生点の軌跡は特性曲線群の包絡線になる
ことを示した．
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Fig.2 The characteristics and their envelope curve

包絡線の形状は，一様流マッハ数 M∞ 及び壁面転向角
θwall によって決定される．すなわち，衝撃波発生点は Fig.3

の下に示したように，包絡線が S1 から始まって尖点 (Cusp)

で折り返し S2 に到達する場合もあれば，S1 或いは S2 のい
ずれか一方のみが存在する場合もある．それらの分類をまと
めたものが，Fig.3 の上に示したM∞ －θwall 線図である．こ
れは衝撃波発生点の個数を示した図であるが，図中の水色で
示された領域においてのみ，衝撃波発生点が 2点存在すると
いうことが分かる．
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Fig.3 Classification of the number of the start point of a shock wave2)

4 数値解析による衝撃波発生点の分類
本節では，先に示した流れ場を数値的に解析し，その結果

から衝撃波を抽出することによって衝撃波発生点を決定し，
それと理論的に導出された結果とを比較，考察する．
 
4.1 解析手法の概要

対象となる流れ場は Fig.1 に示すような領域である．ここ
で曲面の曲率 R は 5 に固定し，パラメータである一様流マッ
ハ数 M∞ は 1.25 から 1.5 まで 0.01 おき，壁面転向角 θwall

は 3 deg から 11 deg まで 2 deg おきに設定している．ただ
し，θwall = 11deg の場合のみ，M∞ = 1.52 から 1.65 まで
のケースも追加してある．以上のパラメータの組み合わせを
M∞ − θwall 線図上にまとめたものを Fig.4 に示す．

本稿で扱う現象は，圧縮波と衝撃波の理論的取り扱いに対
応するものであるため，ここでは 2 次元非粘性の解析を行う
こととした．以上の現象は，圧縮波の集積による衝撃波の発
生であり，弱い波動を正しく扱うことが重要となる．そこで，
今回は 5 次精度陽的 WCNS6) によって高次精度化した原始
変数を用いた SHUS7) によって対流項を評価した．また，時
間積分には 3 次精度 3 段階の TVD Runge Kutta 法 8) を用
いた．格子点数は壁面に沿う方向及び壁面から離れる方向に
対してそれぞれ 965 点，500 点とした．
 
4.2 衝撃波検出法による衝撃波と圧縮波の判別

上記の手法を用いることで得られた解析結果に対して，著
者らが開発した衝撃波検出手法 4) に，圧縮波を取り除くフィ
ルタ 5) を導入することによって，CFD 解析結果から衝撃波
発生点を抽出した．この手法は，特性曲線の衝突部分を衝撃
波として抽出する手法であり，これに対してベクトル場の曲
率 κ を導入することによって，圧縮波と衝撃波を適切に判別
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することが可能になる．すなわち，各セルにおける衝撃波検
出結果に対してベクトル場の曲率 κ を求め，それが大きい
場合は衝撃波，小さい場合は圧縮波と判断する．その場合の
判断基準 κc は，解析結果の格子に依存するということが分
かっている．すなわち，計算格子の解像度に応じて，衝撃波
かどうかを判断する基準 κc の値が変わってくる．そこで本
稿では，格子解像度を 965×500 に固定し，更にパラメータ
(M∞, θwall) を理論的に正しいことが確認されているものに
設定することで，理論解と比較しながら κc を決定した．そ
の様子を Fig.5 に示す．Fig.5 において，青は衝撃波の理論
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解，赤は衝撃波検出結果を示す．κc の値を適切に調節するこ
とによって，衝撃波検出結果が減少している様子が分かる．
これは，κc よりも大きい値をとる検出結果を衝撃波として
残しているためである．この図から，今回の問題設定の場合
κc = 17と設定することによって，圧縮波を適切に判別でき
るものと考えられる．
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Fig.5 Determination of κc as a threshold of the dis-

tinction parameter (red: detected, blue: theoretical)

with the result (M∞, θwall) = (1.25, 5 deg)

4.3 解析結果
前節にて述べた解析手法を用いて CFD解析を行い，その

結果から衝撃波を抽出することによって，衝撃波発生点の分
類について考察した．特に重要なのは，衝撃波発生点が 2点
存在する場合，すなわち，Fig.3 で水色で示される場合であ
る．代表的なパターンにおける衝撃波検出結果と理論解との
比較を Fig.6 に示す．Fig.6 において，青は衝撃波面の理論
解，赤は衝撃波検出結果を示す．この結果から明らかなよう
に，理論解から予想された通り衝撃波発生点は確かに 2点存
在していることが分かる．
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しかし，理論解による衝撃波面と，衝撃波検出結果とは
僅かながらずれが生じている．これは，理論解における特
性曲線の取り扱いによるものである．すなわち，Landau &

Lifshitzによる特性曲線の理論では，場の全体が等エントロ

ピーであると仮定しているため，特性曲線は常に直線として
取り扱われる．一方で，実際には特性曲線同士が衝突を起こ
すと，衝突点の影響領域内を通る特性曲線は曲げられる．こ
れは，衝突点，すなわち衝撃波の発生点がエントロピーを生
成し，その影響によって新たなエントロピー状態を基にした
特性曲線の場が設定されるためである．この様子を Fig.7に
模式的に示した．以上の理由から，特性曲線が次第に下流側
へと曲げられ，その結果それらの衝突点の軌跡もまた，下流
側へと曲げられることになる．しかし，このように特性曲線
が曲げられ始めるのは，特性曲線同士が最初に衝突した点，
すなわち衝撃波発生点より下流 (厳密にはその点の影響領域)

であるから，衝撃波発生点そのものは，CFD と理論解とで
一致するはずである．実際，Fig.6 を見ると，衝撃波面の形
状については，理論解と CFDとの間で差異が発生している
が，衝撃波発生点自体は両者は良く一致している．
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以上の考察から，次のような場合に衝撃波発生点が理論解
と一致しなくなる可能性が考えられる．すなわち，衝撃波発
生点 S1 の影響領域内にもう一方の衝撃波発生点 S2 が存在
する場合である．先ほどの考察より，S1の影響領域内では，
特性曲線はもはや直線ではなくなるため，それらの衝突点の
軌跡 (すなわち衝撃波面) は理論解とは異なることが分かっ
た．従って，S2 の位置もまた変更を受けることが予想され
る．以上の観点から，衝撃波発生点 S1 の影響領域を合わせ
て示し，もう一方の衝撃波発生点 S2 がどのような影響を受
けるかを考察した．
Fig.8は，理論解及び衝撃波検出結果に合わせて S1の影響

領域を描画したものである．S1の影響領域は，S1を出発点
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Fig.8 Effect of Z.O.I on the position of the start point of shock wave

として特性曲線を描画することによって得られる．特性曲線
の描画法については付録 Aにまとめた．Fig.8の各図におい
て左上に示される丸は，衝撃波発生点の個数に応じて決まっ
た色をとる．すなわち，CFD の解析結果から判断して，衝
撃波発生点 S2 の位置が理論解と一致する場合は赤，異なる
位置にある場合は緑，完全に消失してしまう場合は青で示し
てある．なお，Fig.8 に示した図はすべて θwall = 11deg で
あり，理論的にはいずれのマッハ数に対しても衝撃波発生点
は 2点存在する条件となっている．この結果を見ると，S2が
影響領域に入ったとしても，ある程度マッハ数が小さい場合
には S2 の位置に大きな変化はないということが分かる．そ
れに対して，M∞ = 1.63を超えるマッハ数の場合に S2は完
全に消失している．これは，特性曲線が曲げられた影響で，
S1から発生した衝撃波が尖点に到達する前に強く曲げられ，
その結果 S2の位置よりも下側 (壁面側)に移動してしまうた

め，理論的には S2 にあるべき衝突点に到達する前に特性曲
線が衝撃波と衝突してしまうためであると考えられる．
Fig.4 に示したすべてのパラメータ (M∞, θwall) に対して

同様の解析及び処理を行い，衝撃波発生点の個数の分類をま
とめたものを Fig.9に示す．Fig.9において，灰色，青，赤の
各色で示される点は，CFD 解析及び衝撃波検出によって衝
撃波発生点の個数を調べた結果であり，それぞれ 0個，1個，
2 個の衝撃波発生点に対応する．理論的には，#2 で示され
る水色の領域において衝撃波発生点は 2点存在するはずであ
るが，今回の解析結果から，実際には Fig.9下の図内に水色
で示される領域のように，縮小されるということが分かる．
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5 まとめ
緩やかな上り坂へ向かう超音速流れを CFDによって解析

することによって，圧縮波が衝撃波へと移り変わる点の存在
を検証した．著者らは既に，特性曲線の理論を用いて解析的
にこれらの結果について考察し，衝撃波発生点は最大で 2点
存在するということを理論的に示したが，その結果は CFD

解析結果においても存在することが確かめられた．一方で，
衝撃波発生点の個数に関する理論的な分類は，CFD の結果
とは異なるものとなった．すなわち，上流側の衝撃波発生点
の影響領域内にもう一方の衝撃波発生点が存在する場合，後
者が消失することがあることが確認された．

付録 A 特性曲線の描画
特性曲線に沿った Riemann 不変量 P 及び Q の輸送方程

式は次式で表される 9)．
√
M2 − 1 cos θ + sin θ

M

∂P

∂x
+

√
M2 − 1 sin θ − cos θ

M

∂P

∂y
= 0

√
M2 − 1 cos θ − sin θ

M

∂Q

∂x
+

√
M2 − 1 sin θ + cos θ

M

∂Q

∂y
= 0

(1)
この方程式に対して，特性曲線の方程式は常微分方程式系の
形で次のように表される．

d

dτ

[
x
y

]
=

[
(
√
M2 − 1 cos θ ± sin θ)/M

(
√
M2 − 1 sin θ ∓ cos θ)/M

]
(2)

これは，流線の微分方程式の右辺が置き換わったものと考え
ることができる．従って，流線の描画と同様に，適当な初期
値を設定し，そこから積分すればよい．
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