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ABSTRACT 
Numerical prediction and analysis of the acoustic environment inside of the payload fairing is of crucial importance. The authors have 
focused on the application of the Wave Based Method (WBM), which is a novel deterministic approach and which has been proposed for 
numerical predictions up to the mid-frequency range. However, the WBM is only capable of solving models with moderate geometrical 
complexity for the high computational efficiency. In order to overcome this issue, the hybrid Finite Element – Wave Based approaches 
have also been proposed. The hybrid approaches combine the advantages of both the WBM and the conventional Finite Element Method 
(FEM), that is, the high convergence properties of the WBM and no geometrical complexity limitations of the FEM. In this paper, a simple 
sound transmission model with a structural plate between two anechoic rooms (a source room and a receiving room) is considered, and 
numerical sound transmission predictions are performed using the 3-dimensional hybrid WB-FE models. 
 
 
１．はじめに 
 定常音響（構造連成）問題の数値解析は、一般に、高周

波領域には統計的エネルギー解析（ Statistical Energy 
Analysis：以下、SEA）に代表される確率統計的な手法が適

用され、一方、低周波領域には有限要素法（Finite Element 
Method：以下、FEM）あるいは境界要素法のような決定論

的な要素ベース手法が適用される。このとき、SEA は、そ

の統計的な性質から、応答のモード密度が高いという仮定

が必要となるために高周波領域の解析に限定される。一方、

FEM 等の要素ベース手法は、周波数が高くなるほど数値分

散誤差（本来連続な支配方程式が離散化されることにより、

波の重要な性質である分散関係が正しく表せないこと）を

許容範囲に収めるために、空間を十分に細かく離散化する

必要がある。これは、計算負荷、および、必要な計算資源

の増大に繋がる。さらに、多次元の解析では、メッシュの

切り方によって分散誤差に方向依存性も生じるので、単に

メッシュを細かく切ることによって全方向に分散誤差を小

さくすることも難しい。これらのことから、要素ベース手

法は、低周波数における解析に限れているのが現状である。

そのため一般に、音響振動解析において高周波側と低周波

側の解析法の両方で解析困難な中間周波数領域が存在し、

その帯域における解析を行うために様々な手法が提案され、

研究されているのが現状である 1)。宇宙機においは、この

帯域がちょうど搭載機器の固有周波数を含む極めて重要な

帯域と一致していると考えられる。そこで、著者らは、こ

の中間周波数領域へ適用可能な解析手法として、間接トレ

フツ法に基づいた波動ベース法(Wave Based Method)1)（以

下、WBM）に着目し、2 次元及び 3 次元の内外部音響構造

連成解析に関する研究を進めてきた 2,3)。この手法は、支配

方程式の同次式を厳密に満たす特異でない基本解（波動関

数）の重ね合わせで解を表現するアプローチであり、FEM
等の要素ベース手法で問題となる数値分散誤差を含まない

ため、小さな自由度のモデルで高精度な予測結果が得られ

る。したがって、より高い周波数における解析に適用可能

であると期待される。 
 しかし、WBM で扱うことのできる問題領域は、任意の

幾何形状（及び、複雑な材料特性）を扱うことのできる

FEM と比べると穏やかな形状に限定されていることから、

応用面で問題があった。そこで、数値分散誤差を含まず、

かつ、高い収束性を有する WBM の利点と、任意の複雑な

幾何形状や材料特性を扱うことのできる既存の FEM の利

点を融合したハイブリッド FE-WB 法（以下、単にハイブ

リッド法と呼ぶこともある）が提案されている 4,5)。このハ

イブリッド法に関する従来の定式化では、両手法でモデル

化される領域がいずれも音響領域であったが、本論文では、

板構造を介した音響透過問題を考えるために、WBM で音

響領域をモデル化し、FEM の 3 次元ソリッド要素で板構造

をモデル化する場合のハイブリッド法について定式化を行

う。そして、ロケット・フェアリングを通じた音響透過解

析の第一段階として、音源室と受音室の間の平板を通じた

音響透過問題において、ハイブリッド法によって得られた

数値予測を、実験結果や全て WBM で解いた解析結果と比

較することによって検証を行う。 

２．解法 
 定常音響問題に WBM を適用するには、解析領域をいく

つかの凸部分領域（以下、WB 部分領域）に分割する必要

がある。しかし、FEM の要素のように細かな多くの部分領

域を構築してしまうと、計算負荷が増大したり計算精度が

悪化するなど、高い収束性を有する WBM の長所が損なわ

れる。そのため、WBM で扱うことのできる解析領域の形

状（あるいは、材料特性）は、比較的穏やかなものに限定

される。この問題を克服するためには、任意の幾何形状を

扱うことのできる FEM の要素領域を必要最小限利用し、

その他の領域を WBM の部分領域でモデル化することによ

って、両手法の長所を組み合わせる方法が考えられる。こ

のアプローチを実現したものが、ハイブリッド FE-WB 法

である。表１は、両手法の性質を比較したものである。 
 これまで提案されてきたハイブリッド法では、FE領域と

WB領域のいずれも音響領域と考えて定式化が行われてい

た。これは、一般に複雑形状の構造FEモデルを音響FE領域

で取り囲み、残りの穏やかな幾何形状の音響領域をWBM
でモデル化するように汎用的に考えているためである。し

かし、例えばハニカム・サンドイッチ平板のように材料特

性としては複雑だが表面的な幾何形状が単純な場合でも、

必ずしも必要のない音響FE領域で板を取り囲まなければな
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らない。そこで、3次元内部定常音響構造連成問題におい

て、音響キャビティがWBMでモデル化され、構造がFEM
の3次元ソリッド要素でモデル化される場合のハイブリッ

ド法の定式化を行う。また、ハイブリッド法には、直接法

と間接法のアプローチが提案されているが、ここでは簡単

のため直接法のみを示すことにする。 

表１ 有限要素法と波動ベース法の比較 
 FEM WBM 

連立方程式の 
サイズ 

大きい 小さい 

連立方程式を 
構築する時間 

短い 長い 

連立方程式を 
解く時間 

中間・長い 短い 

数値解の収束性 遅い・中間 速い 
適用可能な 
周波数領域 

低い 低い・中間 
（・高い） 

幾何形状（材料特

性）の複雑さ 
任意の複雑さ

に対応 
あまり複雑でな

いものに限定 
 

２.１ 幾何モデル 
２.１.１ 音響キャビティの幾何モデル 
 図１に、2 つの連続するキャビティ

  と
  から成る

内部音響構造連成系の例を示す。各キャビティは、流体で

満たされており、異なる境界条件（以下、BC）が課される

重なり合わない数種類の境界面（後述）で囲まれている。 

 
図１ ３次元内部音響振動連成モデル 

 まず、後述する WBM の波動関数の性質から、WBM で

モデル化されるキャビティ領域は、重なり合わない n個
の凸形状の WB 部分領域

   (  1,...,n)に分割されてい

ると一般化する。次に、簡単のため、各 WB 部分領域は、

同じ種類の流体（密度、音速 c）で満たされているとし、

部分領域の 1 つ
  に着目する。このとき、唯一存在する

絶対座標系 x


e , y


e , z


e とは別に、各

  に部分領域局所

座標系
  x

e ,  
y

e ,  z
e を設定する。 

 このとき、一般に、空間において同じ位置を示すベクト

ルの絶対座標系成分（以下、絶対位置座標）r と、
  に

おける部分領域局所座標系成分（以下、部分領域局所位置

座標）
 r との間には、次の関係があるとする。 

 r   
0

r +     C r  (1) 

ここで、
 

0

r は、絶対座標系の原点からみた部分領域局所

座標系の原点位置を表す絶対位置座標であり、
 C は、そ

れら座標系間の相対姿勢を表す 33 正規直交行列である。

そして、式(1)を用いて
 r から r へ変換することを、簡単

に r   r 、またその逆を
   r r と書く。 

 また、外部点音源
 q 

（単位体積あたりの音源強さ

[1/s]）を、
  内の部分領域局所位置座標

 
q
r に置く。簡

単のため、音源は各部分領域に 1 つずつ存在するとする。

ただし、ここでは定常（周波数）解析を考えているので、

この外部励振源は、角周波数 の時間調和関数である。そ

して、
  は、大きさ

 
xL  ×  

yL  ×  
zL 

を有する直方体領

域で外接されるとする。この外接直方体領域は、後に波動

関数を定義する際に用いる。 

２.１.２ 音響境界面の幾何モデル 
 次に、WB 部分領域

  の各境界面を考える。ここでは、

例として、事前に圧力値を指定する境界
 
p
 （以下、圧力

境界面）を考える。その他の種類の音響境界面についても

同様で、記号も、ここで用いる添字の p を、法線方向速度

境界面
 
v
 に対しては v、法線方向インピーダンス境界面

 
Z
 に対しては Z、ハイブリッド境界面

 
sh
 に対しては

sh に変えればよい。また、2 つの異なる部分領域
  と

  が共有するインターフェイス（以下、I/F）面
 ,
c
  に

おいても同様である。 
 この圧力境界面

 
p
 は、一般に、WB 部分領域

  の適

当な境界面に複数個存在する。その 1 つを
 
pi
 とし、i  

1,...,  
pn 

だけある、つまり、
 
p
  

   p

1 p
n
i i




  と表せる。 
 このとき、

 
pi
r を、境界面

 
pi
 の境界面局所座標系から

みた
 
pi
 上の境界面局所位置座標として、部分領域

  に

おける部分領域局所位置座標
 r との間に以下の関係があ

るとする。 

  r   
0 p i
r   

pi
C  

pi
r  (2) 

ここで、
 

0 p i
r は、

  における部分領域局所座標系の原

点からみた
 
pi
 の境界面局所座標系の原点位置を表す部分

領域局所位置座標である。そして、式(2)を用いて
 
pi
r から

 r へ変換することを、簡単に
    pi
 r r 、またその逆を

    pi
 r r と書く。さらに、

 
pi
r から r へ変換することを

r   pi
r 、その逆を

   pi
r r と書く。 

２.１.３ 構造の幾何モデル 
 一方、FEM でモデル化される構造領域s（構造 FE 領域

は全体で 1 つと考える）は、その境界面s で囲まれている

とする。境界面s は、固定条件などの BC が課される面と

する。そして、s は、重なり合わない nse 個の要素に分割

され、その各要素領域を s
e (e  1,…, nse)と置く。そして、

各要素において、 s
en 個の節点を定義し、領域s の離散化

における全節点数を nsnと置く。 
 また、領域 s の境界面s の一部が、音響キャビティの

WB 部分領域
  と接する場合、その部分は、領域

  に

とっての構造境界と考えられる。ここでは、構造 FE 領域

と音響 WB 領域とのハイブリッド境界面を
 
sh
 と書く。実

際には他の境界面と同様に、
 
sh
  

   sh

1 sh
n
i i

 
  のように

 
shn 

個の領域から構成されているものとし、領域
  に対

して境界面局所座標系も設定する。ただし、このハイブリ

ッド境界面
 
sh
 は、音響部分領域

  が凸形状である必要

性から、音響キャビティを凸形状にするような形状でなけ

ればならない。 
 一方、構造 FE 領域は、一般に、先に定義した絶対座標

系 x


e , y


e , z


e とは異なる全体座標系で定義される。ここ

では、FEM の慣習に合わせて、それを FE 全体座標系と呼

び、 Fx


e , Fy


e , Fz


e と書くことによって絶対座標系と区別

( )
yL 

q 
q 

  

r
r

( )
xL 

( )
s
 ( )

p


( )
Z


( )
v


( )
xL 

( )
s


( )
Z


( )
v


( )
p


( )
q
r

( , ) ( , )
c c
     

( )
q
r

( )
yL 

( )
zL 

( )
zL 

n n n 

absolute coordinate system 

r 

r 

p 

n

( )
0
r

x

e

y

e

z

e

( )
z
e

( )
x
e

( )
y
e

( )
z
e

( )
x
e

( )
y
e
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する。そして、空間において同じ位置を示すベクトルの絶

対位置座標 r と、FE 全体座標系における成分（以下、FE
全体位置座標） Fr との間には、次の関係があるとする。 

 r  F0r + F FC r  (3) 

ここで、 F0r は、絶対座標系の原点からみた FE 全体座標系

の原点位置を表す絶対位置座標であり、 FC は、それら座

標系間の相対姿勢を表す 33 正規直交行列である。そして、

式(3)を用いて Fr から r へ変換することを、簡単に r  Fr 、

またその逆を  Fr r と書くことにする。 
 さらに、構造自身の境界面 sに課される BC についても

考える必要がある。ここでは、境界面s上の節点に事前に

変位が課される（幾何学的 BC）境界面su と、表面力（音

圧）が課される境界面sh（構造 FE 領域と音響 WB 領域と

のハイブリッド面）、つまり、以下を考える。 

 s su  sh (4) 

２.２ 支配方程式 
２.２.１ 音響の支配方程式 
 部分領域 

  の絶対位置座標 r における定常音圧
   p  r は、ヘルムホルツ方程式 

    2 p  r     2k p  r j  q       q, r r  

 r    (5) 

により支配される。ここで、j  1 であり、k ( /c)は
音響波数、 はディラックのデルタ関数であり、

  
T

x y z

  

  

 
  

, 2 
2 2 2

2 2 2x y z

  
 

  
 (6) 

と定義される。このとき、 x  , y  , z  は、それぞれ、

x

e , y


e , z


e 方向の空間偏微分を表す。

２.２.２ 構造の支配方程式 
 角周波数の時間依存の調和振動を仮定して、一般の構

造の運動を考える。このとき、構造の FE 全体位置座標 rF
における動的な平衡式は、 

        2 T
s F F F F   r u r S r b r , rF s  (7) 

 S 

F

F

F

F F

F F

F F

0 0

0 0

0 0

0

0

0

x

y

z

y x

z y

z x

 

 

 

   

   

   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (8) 

と書ける（T は、行列の転置）。ここで、s は、構造の体

積密度であり、一般には位置の関数である。ここで、u は

構造変位ベクトルの FE 全体座標系成分、b は構造に働く

物体力ベクトルの FE 全体座標系成分、は対称な応力テン

ソルの FE 全体座標系成分から抽出した列行列（垂直応力

とせん断応力を含む）である。 
 また、構造に関する応力とひずみの関係式（構成式）は、

部材の材料特性に応じて決まる弾性係数行列 D を用いて、 

   Fr    FD r , rF s  (9) 

のような線形の形式で与えられているとものとする。ここ

で、は対称なひずみテンソルの FE 全体座標系成分から抽

出した列行列である。 

２.３ 境界条件 
２.３.１ 音響境界条件 
 部分領域

  の音響境界
 
a
 は、5 種類の異なる条件が

課される境界面から成り、 

  
a
   

p
   

v
   

Z
   

sh
   

c
  (10) 

と書ける。ここで、境界
 
p
 ,  

v
 ,  

Z
 は、それぞれ、

以下のように圧力、法線方向速度、法線方向インピーダン

スの BC が課される境界面である。 

    p  r     p  r , r  
p
  (11a) 

      v p   rL     nv
 r , r  

v
  (11b) 

      v p   rL 
   
   n

p

Z





r

r
, r  

Z
  (11c) 

ここで、
 p  ,  

nv
 ,  

nZ


は、それぞれ、事前に与える境界

圧力、法線方向速度、法線方向インピーダンスである。ま

た、以下で定義された演算子を用いた。 

  
v [ ] L   

j


 

n
     Tj  


n   (12a) 

         

T

x y z  

  

  

 
  

 (12b) 

このとき、
 x   ,  y   ,  z   は、それぞれ、

 
x
e , 

 
y
e ,  

z
e 方向の空間導関数を表す。そして、

 n は、
 
s
 において音響キャビティの外側を正方向として定義さ

れた法線ベクトルの部分領域局所座標系成分である。 
 さらに、境界

 
c
 は部分領域 I/F であり、音圧と法線方

向速度の連続性が課されなければならないが、一般には数

値粘性を導入して安定な解析を可能とするためにインピー

ダンス連成手法が適用される。また、
 
sh
 については次節

で述べる。 

２.３.２ 音響領域における構造境界条件 

 ハイブリッド面
 
sh
 では、その構造の法線方向の変形速

度と、その面に接する流体の法線方向速度が一致する、つ

まり、以下が成り立たなければならない。 

      v p   rL  j      T
s F Fn r r u r r ,  r  

sh
  

  (13) 
ここで、 sn は、構造の同じ面において定義された

 
sh
 上

の法線ベクトルの FE 全体座標系成分であり、構造の外側

を正方向として定義される。 

２.３.３ 構造境界条件 

 構造自身の境界面 s  sush に課される BC の具体的

な課し方については、一般の FEM の定式化と同様である。 

２.４ 音響問題の波動ベース法によるモデル化 
２.４.１ 音圧の変数展開 
 WBM では、部分領域

  の絶対位置座標 r における音

圧
   p  r を、次式のように展開する。 
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    p  r     p̂  r ,       r    

          
 
a

1

n

i i
i

p


  

 r r        qp  r r  (14) 

ここで、右辺の最初の級数項は、方程式(5)の同次式を厳密

に満たす
 
an 

個の音響波動関数
      i
  r r (i  

1,...,  
an  )の重ね合わせを表しており、

 
ip 

（位置の関数

でないことに注意）は、各波動関数の寄与分を表す未知の

係数である。ただし、波動関数の数
 
an 

は、物理的な波数

や外接矩形領域のサイズに基づいて、無限個から有限個に

打ち切られた結果である。以下、
      i
  r r などは、

簡単のため単に
    i
  r や

 
i
 と書く。 

 WBM では、流体速度ベクトル成分のような 2 次変数の

計算は、支配方程式を厳密に満たす圧力展開式(14)（主変

数）を事前に直接空間微分した式を用いることができるの

で、精度低下が生じないことも重要な性質である。 

２.４.２ 音響波動関数の寄与項 

 実際、式(14)の級数項は、さらに分解され、 

    
 
a

1

n

i i
i

p


 

  

    
  A A

Ia Ja
A A

0 0

n n

ij ij
i j

p
 

  

 
      

  A A
Ia Ja

A A

0 0

n n

ij ij
i j

p
 

  

 
   

     
  B B

Ia Ja
B B

0 0

n n

ij ij
i j

p
 

  

 
      

  B B
Ia Ja

B B

0 0

n n

ij ij
i j

p
 

  

 
   

     
  C C

Ia Ja
C C

0 0

n n

ij ij
i j

p
 

  

 
      

  C C
Ia Ja

C C

0 0

n n

ij ij
i j

p
 

  

 
   (15) 

のように定義される。ここで、 

  A
ij

            A A
x ycos cosi jk x k y     

     A
zexp j ijk z   , 

 i 0,...,  A
Ian  , j 0,...,  A

Jan   (16a) 

  B
ij

            B B
x zcos cosi jk x k z     

     B
yexp j ijk y   , 

 i 0,...,  B

Ian  , j 0,...,  B
Jan   (16b) 

  C
ij

            C C
y zcos cosi jk y k z     

     C
xexp j ijk x   , 

 i 0,...,  C
Ian  , j 0,...,  C

Jan   (16c) 

である（複号同順：以下、同様）。そして、exp()は、自

然対数の底 e の指数関数を表す。そして、これら波動関数

が、方程式(5)の同次式の厳密解であるためには、 

         2 2 2A A A
x y zi j ijk k k      

         2 2 2B B B
x y zi ij jk k k     

         2 2 2C C C
x y zij i jk k k      k2 (17) 

であることが要求される。WBM では、次の波数成分を選

択することが提案されている。 

  A
ij

 k        TA A A
x y zi j ijk k k       

 

 

 

     

x

y

2 2A A2
x yi j

i L

j L

k k k





 





  

 
 
 
 
 
 

 (18a) 

  B
ij

 k        TB B A
x y zi ij jk k k      

 

 

     
 

x

2 2B B2
x z

z

i j

i L

k k k

j L



 





  



 
 
 
 
  

 (18b) 

  C
ij

 k        TC C C
x y zij i jk k k      

 

     
 

 

2 2C C2
y z

y

z

i jk k k

i L

j L

 





  





 
 
 
 
 
 

 (18c) 

このとき、式(16a-c)の波動関数、及び、その寄与係数を適

当に並べて、行行列
  と列行列

 p を定義すれば、式

(15)は、次のように簡潔に書ける。 

    
 
a

1

n

i i
i

p


 

      p  (19) 

また、式(16a-c)で定義される波動関数は、後述する WBM
のシステム行列の数値的な悪条件を緩和するために実装上

はスケーリングする必要がある。また、これら波動関数を

用いた展開式が厳密解に収束するための十分条件は、全て

の部分領域が凸であるということが示されている。 

２.４.３ 音源の寄与による特解 

 一方、式(14)の  p̂ 
の右辺第 2 項は、方程式(5)の右辺の

外部点音源の寄与を考慮した場合の特解の 1 つを表してお

り、次のように定義される。 

  
    

 
q

q
q

exp jj

4

kQ
p














 (20a) 

      
q q
    r r  (20b) 

ここで、
 Q 

は、音源強さ（体積流[m3/s]）であり、次式

で定義される。 

  Q    
  q



 d (21) 

２.５ 構造振動問題の有限要素法によるモデル化 
２.５.１ 構造変位の変数展開 
 FEM の定式化では、構造領域 s において、その領域内

に含まれる要素 s
e (e  1,…,nse)内の絶対位置座標 rにおけ

る定常変位の FE 全体座標成分 u   Fr r が、次式のよう

に要素内で局所的に定義される単純な要素形状関数
e
iN  (i 

 1,…, s
en )によって近似的に展開される。 
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 u   Fr r    Fû r r     
s

F
1

en
e e
i i

i

N

 r r u , 

 rF s
e  (22) 

ここで、FE 局所要素位置座標    Fr r は、要素領域 s
e

内の FE 全体位置座標 rFに対応する親要素 sp
e 内の点の FE

局所（親）要素座標（自然座標）であり、以下、単にと
書く。さらに、i は、要素 e に属する節点の要素（局所）

節点番号であり、ue
は、要素 e の要素節点 i の節点変位

（自由度）の FE 全体座標系成分
e
iu を並べた列行列である。

一方、要素節点番号 i は全体節点番号 I とは一般に異なる。

また、本論文では、構造要素として四面体要素や六面体要

素などのアイソパラメトリック要素を考える。 
 さらに、この要素形状関数

e
iN に基づいて、構造領域s

全体で定義される全体形状関数NI を、定式化における便

宜性のために定義できる。この NI は、全体節点 I に対応す

る要素 e の要素節点を i として、その要素 e の節点 i にお

ける自由度の要素形状関数
e
iN に等しく、他の全ての要素

領域の自由度において 0 である。したがって、変位展開式

を、以下のように書くことができる。 

 u  Fr   Fû r   
sn

F
1

n

I I
I

N

 r u   F FN r u

  rFs

  (23) 

ここで、N

は、全体形状関数から成る行列、 Fu


は、節点

自由度の列行列であり、以下のように定義した。 

 N



sn1 3 3nN N  I I , (24a) 

 Fu
 

sn

TT T
1 n  u u , (24b) 

 Iu  T
I I Iu v w , (24c) 

このとき、境界上の un 個の節点自由度に幾何学的境界条件

が課されるとすると、最終的に nF 3nsn un 個の節点自由

度が未知数として残る。そこで、式(23)において、未知の

成分と既知の成分を区別して、uF を未知の節点自由度列行

列、 Fu を既知の節点自由度列行列、  FN r と  FN r を、

それぞれ、uFと Fu に対応する全体形状関数行列とする。 

２.６ ハイブリッド法の行列方程式 
 音響波動関数の寄与分を表す係数列行列

 p (1,...,n)、
及び、FEM による展開式(22)における未知数である構造の

節点自由度 uFを決めるために、重み付き残差法を利用する。

このとき、FEM では、支配方程式（平衡式）と BC（基本

BC を除く）の両方が近似的に満たされるのに対し、WBM
では、BC のみが積分の意味で近似的に満たされるだけで、

支配方程式は厳密に満たされている点に大きな違いがある。 

２.６.１ 音響領域への重み付き残差法の適用 
 本章では、まず、音響部分領域

  における音響 BC に、

重み付き残差法を適用する。ただし、音響 WB 領域と構造

FE 領域との間のハイブリッド面に関しては、FEM による

変位展開式(23)が利用される。 
 重み付き残差式を定式化する前に、まず、事前に与えら

れた境界値を用いて得られる値と、式(14)で展開した変数

を用いたときの計算式との差として定義される音響 BC の

残差誤差関数
   pR  r ,    vR  r ,    ZR  r ,    shR  r が、そ

れぞれ、式(11a, b, c)と式(13)の右辺と左辺の差で表わされ

る。また、部分領域間の連続性に関する誤差関数
   cZR  r

も同様に定義される。そして、この誤差関数は、n個の音

響部分領域に対して導出される。 
 ここで、従来の FEM と同様に、WBM においてもガラー

キン法を適用し、WB 部分領域
  における重み関数

   p  r
を、次式のように音響波動関数を用いて定義する。 

    p  r          r p  (25) 

このとき、重み付き残差式が、次式で与えられる。 
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 
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 


 d 
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 
Z

Zp R

 


 d    

 
cZ

cZp R

 


 d    

 
sh

shp R

 


 d 0 

  (26) 

２.６.２ 構造領域への重み付き残差法の適用 

 次に、構造の動的平衡方程式に重み付き残差式を適用す

る。基本的に、従来の FEM の定式化と同じであるが、構

造表面に加わる音圧を考慮する際に、音響波動関数の展開

式が適用される点が異なる。 
 まず、構造領域s に対する重み付き残差式は、動的な平

衡方程式(7)、及び、重み関数  Fu r
  F FN r u を用いるこ

とによって、以下のような弱形式が得られる。 

 
s

2 T
s ˆ 

 u u d
s

T



  d 

 
sh

T

 u t d
s

T

 u b d  0 (27) 

このとき、絶対位置座標 r（FE 全体位置座標 rF）における

表面力ベクトルの FE 全体座標成分 t   Fr r として、音響

キャビティから作用する音圧 p  r によるものを考える。

そして、音圧は、式(14)のように音響波動関数を用いて展

開できるので、表面力は、以下のように表わせる。 

 t   Fr r  p  r ns   Fr r ,        rsh 

                s F q
1

n

p    







 n r r p r  (28) 

２.６.３ ハイブリッド法の行列方程式の構築 
 音響 WB 領域と構造 FE 領域における重み付き残差式(26)
と(27)に、変数展開式(14)と(23)を代入して得られた式が任

意の
 p と Fu


に対して成り立つことから、それぞれの残

差式に対して未知数 w と uF に関する行列方程式が得られ

る。これらを組み合わせることによって最終的に、 

 
sah F

T
sah a shj 

   
     

Z C u

C A A p


h

p ph





 
 
 

f f

f f
 (29) 

のような行列方程式が得られる。ここで、行列Z と列行列

f は、純粋な構造 FEM に関する動剛性行列と荷重列行列、

aA と pf は、純粋な音響 WBM に関する係数行列と励振列

行列、O は、適当なサイズの零行列である。そして、行列

shA 、 sahC 、 hf 、及び、 phf が、構造 FE 領域と音響 WB
領域が連成することを表わしている。特に、 sahC と hf は、 

  (1)
sah sah sah

n   C C C  (30a) 
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のように構造の形状関数と音響の波動関数の両方が関係し、

実際には、FEM の動剛性行列の場合と同様に、要素ごとに

計算して効率的に全体行列に加えていくことによって構築

する。そして、式(29)は、疎行列と密行列の性質を生かし

て効率的に解かれる。 

３．数値シミュレーション 
 前章で定式化したハイブリッド法を実装し、3 次元定常

音響構造連成解析が可能な数値解析プログラムを作成した。

本章では、このプログラムを検証するために、名古屋大学

との共同研究において構築した音響透過設備 6)に基づく解

析を行う。 
 図２に、解析した音響透過モデルの概念図を示す。本設

備は、壁を吸音材で囲まれた音源室と受音室から成り、そ

れらの部屋の間に弾性板を設置することができる。そして、

音源室のスピーカを励振源として音源室に音圧が生じ、そ

の音圧によって弾性板が振動し、さらにその弾性振動によ

って受音室に音圧が生じる現象を実現できる。 
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図２ 音響透過実験設備の概念図 

 数値解析では、音源室と受音室のキャビティを音響 WB
領域とし、試験体である弾性板を構造 FE 領域として扱う。

ここでは、弾性板として 1[mm]厚のアルミ板（AL1050: 体
積密度 2,705 [kg/m3]、ヤング率 6.9×1010 [N/m2]、ポアソン

比 0.33）を考え、モデル化には、せん断ロッキングを避け

るために 20 節点ソリッド要素（2 次要素）を利用した。そ

して、板厚方向を 4 分割し、全体で 3,600 要素、17,949 節

点とした。また、音響 WB 領域は、部屋の連結部のくびれ

を考慮し、各部屋を 2 個の凸部分領域に分割することによ

り計 4 個の凸部分領域とした。 
 図３は、ハイブリッド法に基づく解析で得られた透過損

失 (TL)と、実験値、及び、板と音響キャビティともに

WBM で解いた結果 3)（均質な薄肉平板であれば、構造も

WBM で解くことができる）との比較である。全て WBM
で解いたほうが数値分散誤差がないために精度が高いこと

は明らかであるが、アルミ板を FE 領域として扱っても、

ある程度の細かい要素分割を用いれば、良い一致を示すこ

とが分かる。したがって、ハニカム構造など WBM では扱

えない構造の場合でも、必要最小限として構造部分を FE
領域とすれば、ハイブリッド法を用いてある程度精度の良

い結果が得られると期待できる。 

４．結論 
 定常音響構造連成問題に関して、低周波から中間周波数

領域までの解析に高いポテンシャルを有する WBM に焦点

を当て、複雑な幾何形状（及び、複雑な材料特性）を扱う

ことのできる FEM とのハイブリッド法について考えた。

そして、板構造を介した音響透過問題を扱うために、

WBM で音響領域をモデル化し、FEM の 3 次元ソリッド要

素で板構造をモデル化する場合のハイブリッド法について

定式化を行った。さらに、ロケットフェアリングを通じた

音響透過解析の第一段階として、音源室と受音室の間の平

板を通じた音響透過解析を行い、ハイブリッド法で得られ

た透過損失の数値解析結果と、実験値、及び、板と音響キ

ャビティを全て WBM で解いた数値解析結果が良い一致を

示した。 
 今後は、ハニカム・サンドイッチ板を介した音響透過に

関して、音響透過損失を計算し、実験データと比較するこ

とによって、ハイブリッド法の検証を進める予定である。 
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図３ 透過損失の比較 
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