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ABSTRACT 
Particle methods are meshless simulation techniques in which motion of continua is 
approximated by discrete dynamics of a finite number of particles. Therefore they have a great 
degree of flexibility in dealing with the complex motion of surfaces or boundaries. In this study, 
novel particle methods are developed as discrete Hamiltonian systems which approximate the 
infinite dimensional Hamiltonian systems for incompressible fluid flows and nonlinear 
elastodynamics. Some numerical tests indicate the excellence of these methods in conservation 
of mechanical energy as well as linear and angular momenta. 
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1. �論 
粒子法 1)は、連続体の運動を離散粒子群の運動として

近似する数値計算手法であり，これにより飛沫を伴う砕

波、固体の破砕など非常に複雑な現象が解析できるよう

になると期待されている。現在までに、SPH(Smoothed 
Particle Hydrodynamics)2),3)、MPS(Moving Particle 
Semi-implicit)1),4)法等の手法が提案されており、有限体

積法、有限要素法など格子を用いる手法では難しかった

非常に複雑な現象に対しても適用が試みられている5),6)。 
一方，粒子法は有限体積法、有限要素法などと比べる

と新しい計算手法であり、計算精度の点などで未だ検討

すべき課題が残されている。本研究では、粒子法の高精

度化を目指す一つの試みとして、Hamiltonianに基づく

粒子法を開発した。これは、連続体の運動を支配する無

限自由度のLagrangianを直接離散化して有限自由度の

Lagrangian を得て、それを Legendre 変換することに

よって粒子群の運動を記述する Hamiltonian を導出す

るもので、その数値時間積分法にHamilton系の構造を

離散化後も保存することが保障される symplectic スキ

ームを採用することにより、力学的エネルギー等の保存

量を精度良く保存する計算手法を構築した 7),8)。 
以下、本論文では２章で Hamiltonian に基づく粒子

法を簡単に解説し、３章に計算例を示す。最後に４章で

結論を述べる。 
 

2. Hamiltonianに基づく粒子法 
(1)連続体のLagrangian力学 
 非圧縮非粘性流れのLagrangianは次のように表され

る。 
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ここでa は流体粒子のラベルとなる Lagrange 座標で、

その定義域は流体の初期配置 0Ω をとるものとする。

( ) ( )aqaqr tt == , は Lagrange 座標a に対応する流体粒

子が時刻t でとる空間配置（Euler 座標）であり、微分

同相写像 ( )tt ,: aqaq a を各時刻 t で指定することによ

り流体の運動が完全に記述される。 ( ) ( ) ttt ∂∂= /,: aqaq&
は Lagrange 座標a に対応する流体粒子の速度である。

0ρ は Lagrange 座標上の密度であり、したがって上記

Lagrangian の第１項は運動エネルギー分布を表してい

る。 ( )aq ∂∂= /det: tJ は時刻t における流体変形 ( )aqt の

Jacobianであり、流体の（初期配置からの）体積変化を

表している。λ は非圧縮条件 1=J に対する Lagrange
の未定乗数であり、非圧縮流れの圧力に対応する。 
 一方、Euler 座標上の密度場はLagrange 座標上の密

度場 0ρ により 
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と定義される。ここでδ はDiracのδ関数であり、この

定義式は質量保存則 ( ) ( ) rraa dtd ,0 ρρ = と同値である6)。

これを用いると、非圧縮流れのLagrangianは 
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と表される。このLagrangianに対する最小作用の原理

から、Euler方程式 
 ρλ /−∇=q&&  
が導出される 7)。 
なお、弾性体についても、同様にしてLagrangianに

よりその運動を記述することができる 8)。 
 
(2)粒子法のLagrange力学的定式化 
 Lagrange 座標上の流体領域 0Ω を Naa ∆⋅⋅⋅∆ ,,1 のN
個の微小領域に分割して、それぞれの微小領域上で 
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と各変数を定数関数で近似する。さらに δ関数を近似す

る滑らかな関数 δf を導入して、Euler座標上の密度を 
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と離散近似すると、先述の非圧縮流れのLagrangianは 
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と離散化することができる。ここで ia∆ は微小領域 ia∆
の体積を表している。この離散化されたLagrangianは、

0→∆ ia の極限で Ni ,,1 ⋅⋅⋅= に関する和が 0Ω 上の積分

に収束するといった意味で、非圧縮流れの Lagrangian
を近似している。その一方で、この離散化 Lagrangian
は位置 ( )tiq ，速度 ( )tiq& および質量 im の粒子群の

Lagrangian であるとみることができる。実際、この

Lagrangian に Hamilton の最小作用の原理を適用する

と、粒子群の運動方程式 
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が得られる 7)。ただし 
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と定義した。なお、弾性体の場合についても同様に

Lagrangianを離散化することが可能である 8)。 
 
(3)粒子法のHamilton力学的定式化 
 Legendre変換： 
 ii L qp &∂∂= /:  
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を施すと、上記の離散化Lagrangianはholonomicな拘

束条件 
 ( ) 0,,1 =⋅⋅⋅ Nig qq  
をもつHamiltonian 
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に変換される。このとき、先述のLagrangeの運動方程

式はHamiltonの正準方程式 
 iiii mH // ppq =∂∂=&  
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と同値である。このHamilton系の配位空間Mは上記の

holonomic拘束条件（これは連続体の体積一定の条件に

対応する）から定まる 
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N
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であり、その配位空間 M∗T は速度ベクトル ( )TNqq && ,,1 ⋅⋅⋅
が配位空間に接する条件（これは連続体の速度場の非発

散条件に対応する）より 
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である。弾性体についても、同様の Hamiltonian 粒子

法の定式化が可能である 8)。 
 
(4)数値時間積分法 
 holonomic な拘束条件をもつ Hamilton 系に対する

symplecticスキームとしてRATTLE法を挙げることが

できる 9)。これを上記のHamilton系に適用すると 
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と表される。ここで、∆t は時間ステップ幅であり、

上添字 2/1 , +nn および 1+n はそれぞれ時刻 t = tn 

≡t0+n∆t, t = tn+1/2≡tn+∆t/2 および t = tn+1≡tn+∆t にお

ける値であることを示す。このRATTLE法は次の

ようにして時間進行することができる。すなわち、

第１式を第２式に代入し、さらにそれを第３式に

代入するとλj
n+1/2 を未知数とする非線型方程式が

得られる。これを Newton-Raphson 法により解き

λj
n+1/2を求める。また、これを用いて第２、第３式

This document is provided by JAXA.



77「境界層遷移の解明と制御」研究会講演論文集（第 41 回・第 42 回）

より運動量と位置を更新する。さらに、第４式を

第５式に代入することによりλj
n+1 に関する線型方

程式が得られるが、これを解くことによりλj
n+1 を

求める。また、これを用いて第５式より運動量を

更新する。 
 
3. 計算例 
 本章では、Hamiltonianに基づく粒子法による矩形容

器内定在波の計算例について示す。この例題については、

初期振幅と水深との比に関する二次の項までの

Stokes 摂動展開を用いて非線型波動の解析解が導

かれており 10)、これと数値解を比較することによ

り Hamiltonian に基づく粒子法の計算精度を検討

した。 
 
(1)計算条件 
図１に計算体系と初期条件を示す。水深 h は静止

状態で 1.0m である。初期の波形は、 0η を初期の表

面変位として 
 ( ) ( ){ }2/cos0 λη += xkAx  
とした。 hA 1.0= は振幅、 λπ /2=k は波数、 m2=λ
は波長である。ただし水平方向に x 座標を、鉛直方

向に y 座標をとり、波長 λ は容器の幅とした。計算

領域は 
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 , 2 λλR  

であり、 0=y を静止時の水面位置にとった。なお、

容器の壁面境界を与える代わりに x 方向に周期境

界を仮定した。初期の速度は一様に０である。 
初期粒子は初期水面の下に正方格子上に配置し

た。したがって、初期水面形状は階段状に近似さ

れることになる。正方格子の間隔は 0.01m とし、

そのときに必要となる粒子数は 20099 である。時

間ステップ幅 t∆ は 3100.1 −× 秒とし、計算は５秒ま

で行った。 
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図１ 計算体系と初期条件 

 
(2)計算結果 
容器中央における水位の変化について、計算結果

と解析解を比較したものを図 2 に示す。ここ

で、”linear theory”は Stokes 摂動展開の初項の線

型解を意味しており、”second order theory”は二次

までの非線型解を意味している。計算結果は、少

なくとも最初の３サイクル程度までは、線型解よ

りも非線型解に近いものとなっており、非線型効

果が妥当に計算できていることを示している。実

際、線型解は常に一定の振幅で水位が振動するの

に対して、数値解と非線型解は１番目と３番目の

極大値が２番目の極大値よりも高く、２番目の極

小値が１番目と３番目の極小値よりも低くなって

いる。これは非線型波に特有の挙動である。 
 

 
図２ 容器中央における水位の変化 

 
また、粒子配置の時間変化を図 3 に示す。容器

中央の水位が１回目の極大値をとる 0.6 秒の時点

では、線型波のものよりも尖った波形となってお

り、これが図 2 に見られる線型波よりも高い極大

値に対応している。これに対して容器中央の水位

が１回目の極小値をとる 1.1 秒の時点および２回

目の極大値をとる 1.7 秒の時点では、線型波のもの

よりも緩やかな波形となっており、これらが図 2
に見られる線型波よりも高い極小値、低い極大値

に対応している。また、波形がほぼ平坦になる 0.3
秒および 0.9 秒の時点では高次モードを確認する

ことができる。これも非線型波に特有のものであ

る。以上の傾向は、各時刻の波形を水深で規格化

して示した図 4 においてより明確に確認すること

ができる。 
ただし、３サイクル以降の数値解の振幅は，全

力学的エネルギーが図 5 に示すように精度良く（初

期値の 0.001％以内の誤差で）保存されているのに

もかかわらず、徐々に減衰する傾向が見られる。

これは、粒子法の計算において徐々に粒子の運動

がランダム化し、全体の波の運動エネルギーが小

スケールのランダム運動のエネルギーに変換され

る傾向にあることによるものである。これはほと

んど全ての粒子法に共通する問題点であり、運動

のランダム化が起こらないような粒子法の開発は

今後の課題である。 
なお、複雑な自由表面挙動を伴う非圧縮流れに対

する計算手法で力学的エネルギーを保存するもの

は、粒子法に限らず有限体積法、有限要素法等の
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