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はじめに

構造メッシュ上において，スタガード流速場の差分法を

用い，任意の渦度場を与えた場合の流れ場を生成する手法

について述べる．つまり，ベクトルポテンシャルを求める

ことに想定するが，構造メッシュ上の共役勾配法を定義し，

自然な計算アルゴリズムを提案する．共役勾配法は行列ソ

ルバーとして知られているが，ここでは，その概念を抽象

化した有限次元 空間上の手法へと拡張し，構造

メッシュ差分法に沿った有限次元 空間を定義する

ことにより，任意渦度場を持つ流れ場を計算する．

本講演で提案する回転作用素を近似する差分法は，

法（ ）と同様のもので，スタガードメッ

シュ差分法であり，双対メッシュ上に離散化される．有限体

積法から自然に決まる内積を定義し，双対メッシュに沿っ

て，２つの有限次元 空間を導入し，その

空間上での共役勾配法を適用することで，任意渦度流れ場

再現問題を解く．

回転作用素から導かれる連立一次方程式の係数行列には

退化があり，大規模問題においては，悪条件になり，前処

理が必要である．領域分割法を適用し，小規模の問題に帰

着させ， 前処理における不能問題を

不定問題に帰着させる 法 を適用する．

法においては，退化モードが既知であることが必要である

が，部分空間の性質により，スカラーポテンシャルである．

有限次元 空間上の共役勾配法

有限次元 空間 を考え，内積を と書

くことにする．その上での線形作用素 を考え

る．ただし，定義域 とし，対称性：

と，半正定値性：

を満足するものとする． の値域の集合を と書き，

核を と書くことにする．

このとき， が有限次元なので， が成立するとき，

ととり，未知変数 についての問題に共

役勾配法（ 法）が適用できる．

そこで， が成立するような枠組ができれば，その

抽象化された有限次元 空間上での 法が適用

できることが，本論文の基本的なアイデアである．

特に，２つの 空間 があり，線形作用素

が定義されていて，次式を満足する共役作用

素 が存在するときを考える．

このとき，作用素 を考えると，自然に，

式が成立する．そこで， 式が成立するような枠

組みを構成することを考える．

無計量差分法

は，チェインと微分形式を用いて，

勾配作用素，回転作用素，発散作用素の離散化式として，

無計量な差分法を定式化している．ここで，無計量の意味

は，メッシュ幅による割り算のない形の差分法である．

基本的な原理は，次の の定理である．

と書ける． は外微分であり， は境界作用素である．積

分量を考え，空間をチェインと呼ばれる幾何学的対象に分

解することで，微分作用素を近似する．その際，重なりの

ない複数の積分領域上の積分値は，各積分領域上の積分値

の和で書けるというが基本原理である．具体例を示そう．

式は，積分領域 の次元によって，表現が変わる．

が１次元チェイン ならば， は向き付けされたその

端点である０次元チェイン 終点， 始点 であり，

終点 始点

となる．ここで， は の単位接線ベクトルである．次に，

が２次元チェイン ならば， は１次元チェインで
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あり，

となる．ここで， は の単位法線ベクトルである．最

後に， が３次元チェイン ならば， は２次元チェ

インであり，

となる．ここで， は の単位法線ベクトルである．

式は，積分領域の次元のよって， のように，

勾配作用素，回転作用素，発散作用素を，それぞれの次元

のチェインの特性的な積分をした量として表現している．

特性的な積分とは，１次元チェイン上の積分は，その単位

接線方向ベクトルとの内積の積分，２次元チェインでは，

その単位法線方向ベクトルとの内積の積分，３次元チェイ

ンではスカラー関数の積分となっている．そして，それぞ

れの右辺は，１次元下がったチェイン上の特性的な積分と

なっている．そして， 式のそれぞれの右辺は，流

れ場 の循環と，流れ場 の流量を表す．

式の左辺と 式の右辺は， と

見れば同じ形をしていて，流速場 の循環であ

る．つまり，２つのスカラー関数の始点終点での差は，

という微分作用素の循環という積分量になることを意味す

る．そして， 式の右辺は，計量情報のない，つまり，２

点間距離による割り算のない，符号付きの和である．同様

に， 式の左辺と 式の右辺は，

と見れば同じ形をしていて，流速場 の流量であ

る．そして，もし， が， となる１次

元チェインの集合 によって， と書

けるなら，積分の加法性から，

ここで， は，１次元チェイン と の積分の

向きが一致するとき， とし，異なるとき，

とする． ， 式より，ベクトル場 の１次元の境界で

の循環の和をとると， に回転作用素を施したベクトル場

の流量になることが分かる．以上より，境界チェインの分

割により，回転作用素を近似する離散化式が得られること

になる．ただし，その量は， に回転作用素を施した関数

の流量となっている． 式も同様であり，境界 を重

ならない領域分割することで，各面の流量の和として，発

散作用素の積分量の離散式を作ることができる．

流量と循環という物理量を導入し，相互の変換として，

作用素（スター作用素とも呼ばれる）を導入するこ

とで， を近似する無計量な差分法を構築で

きる．例えば， 方程式

を構造メッシュの差分法で離散化する場合，

は循環の次元を持っているので，流量に 作用素を

施し，

とすればよい．ここで， 作用素は で表す．発散

の積分量は，

と計算すればよい．これは， 方程式に，通常の２

次中心差分公式を適用した離散化に一致する．計量つまり

メッシュ幅等の情報の管理は，すべて， 作用素に負

わせて，差分式 は，無計量であることに注意し

よう．次節では，回転作用素について，具体的な定式化を

する．

回転作用素と双対スタガードメッシュ差分法

節での原理を使って，回転作用素の離散化を考える．

そのために，双対スタガードメッシュを導入する．次の流

速の線形空間として，各流速成分の自由度分の実数の直積

空間を考える．

流量を大文字に上線で書き，循環を大文字で書くことにす

る．例えば，流量

と 循環
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である．回転作用素 ， であり，

次のように定義する． ならば， の流量 と

の循環 は，次の関係式を満たす．

この式を 次の量を使って， と簡略化して書く

ことにする．

ならば， の流量 と の循環 は，次

の関係式を満たす．

この式を と簡略化して書くことにする．

ただし，これらの量を計算するとき，未定義の値が出るが，

それらはすべて０として定義する．このとき， に

ついては，

という境界条件を課していることになり， につ

いては，

という境界条件が対応する．

， に有限体積法から自然に決まる 内積を定義

する． 内積のみを書くと，

循環と流量を組み合わせると，内積も無計量になる．こ

こで， として，

と書き，無計量の内積を で書いた．

定理１ 次の部分和分公式が成り立つ．

定理２　任意に与えられた について，線形方

程式
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の解 を求める問題と

は同値である．また，この問題は一意可解である．ここで，

は作用素 の値域を表す．

問題 の線形作用素 は，定理１より

条件 を満足するので，２節での 法を適用できる．

部分空間の性質

スカラー量を近似する線形空間として，

を考え，発散作用素として， として，

となるとき， の体積積分量 を

とれば，

また，勾配作用素 は， は，循環

を用いて， 式を満たす．

双対メッシュについても同様に，

を定義し， として， なら，

と

して，

となり，勾配作用素 は， なら

ば，循環 を用いて，

以上のような線形作用素を定義すると，次のような直交直

和分解が成り立つ．

作用素の性質として，

が自然に成り立つので，

が成立する．そして，特に， 数（ ）が０である

とき，

となる．今は，穴のない直方体領域を考えているので，

数は０である．ソレノイダル空間 は，ベクトルポ

テンシャル に一致する．渦無し は，スカ

ラーポテンシャル に一致する．

以上のような部分空間の性質より，与えられたベクトル

場 に対して， を未知ベクトルにする方

程式

が可解であるためには， でなけれ

ばならないことが分かる． であるとき，

は可解ではないが，定理２の問題のように，残差

のノルムを最小にする解は，方程式 を満足すること

が分かり，前述のように，構造メッシュに自然に導入した

内積の意味での 法を適用できる．

正則化

式の方程式に対して，定理２より， の

とき，一意可解になる．そこで， を満足する

を求める問題を考える．つまり，

の形の連立一次方程式を解く．作用素 は退化してい

る．そこで，正則化を考える．

有限要素法の分野では，補木による正則化が知られてい

る（ ）．本論文でのスタガードメッシュ差分法に

おいても，同様のことができる．それを説明するために，

有向ネットワークの概念を導入する． の空間格子

系に図１に示す有向ネットワークを定義する．空間 の

元をネットワークの節点とし，辺上に の元を配置する．
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図 スタガード格子の有向ネットワーク

このようなネットワークに，木の概念を導入する．木と

は，閉路を持たないネットワークと定義する．閉路とは，

ある節点から始まり，辺をたどるとその節点に戻るような

ネットワークと定義する．ネットワークの部分ネットワー

クとは，そのネットワークの部分集合であると定義する．

ネットワークの極大部分木とは，１つでも辺を追加すると，

閉路ができてしまうような部分ネットワークであり，節点

の集合は元のネットワークと一致するようなものと定義す

る．連結なネットワークにおいては，木の性質から極大部

分木の辺の数は，節点数から１引いたものになる．補木と

は，極大部分木を除いた残りのネットワークと定義する．

自由度を補木に限定すると，連立一次方程式 は正則

になる．図 に極大部分木の例を示す．

図 極大部分木の例（太線：極大部分木）

このような自由度を制限するような処理を行うために，

計算フラッグを導入する．作用素 を施すとき，その結

果に対して，次の計算フラッグを乗じることで正則化の処

理ができる．

に対応する辺が補木

その他

に対応する辺が補木

その他

に対応する辺が補木

その他

静磁場問題に対する構造メッシュ 法

式を解く問題は，ベクトルポテンシャルを求める問

題であり，

の公式と の制約条件を課せば， 方程式

を解く問題に帰着される．次の静磁場問題（ ）に

おいては，透磁率 が空間分布をもつ場合には，その

ような簡単な定式化はできない． を満足する強

制電流 について，次を満足する磁場 と，磁束密

度 を求める問題が静磁場問題である．

本論文の提案する構造メッシュに沿った 法においては，

透磁率 が空間分布を持つ場合においても，作用素の

対称性 を崩さない．

この問題は， 節の離散化により，

に対して，

を満足する を求める問題に帰着される． を，

法の 回反復後の解 の循環， をぞれぞれ

法の探索方向ベクトルの循環，残差ベクトルの流量と

し， 作用素 は流量を循環に変換するとし， 法

の１回の反復計算を書けば以下のようになる．

を施す部分は， 節での構造メッシュに沿った代入

計算として書けるので，この算法を構造メッシュ 法と

呼ぶことにする． を施す部分や内積は，すべて無計

量になっていることに注意しよう．計量処理は 作

用素が行う．

法

式の方程式には，前述の通り退化があり，悪条件の

問題であり，大規模になると 法が収束しない可能性が

ある．そこで，論文 の 法の適用を行った．

法は，領域分割法の一つで，大規模な問題を分割し，小さ

な問題に帰着させ，並列計算させる手法であり，並列計算

機の登場ともに注目されている．

法では，全領域 を小領域 に分

割し，内部自由度と，隣接する領域を繋ぐ接続境界自由度に

分け，内部自由度を消去した 補元に対する 法に

帰着させる．そして，前処理として，

前処理を行うが， 前処理の作用素に

は退化があるので，バランシングと呼ばれる係数ベクトル
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の可解化を行う．変位を自由度とする構造解析の分野では，

剛体運動モードであり（ ）， 方程式におい

ては定数モードを除去して，可解化をする． 式につい

てのバランシングを行うためには， 式の各領域 毎

の 補元 についての核を求めなければならないが，

は回転作用素 が施されるため，それは境界自由

度における の値域になり， 補元をはさんだ形の

方程式を解くことになる．ここで， は

分割領域 の作用素を表す．

数値実験

正則化の検証

として， 節での構造メッシュ

法の数値実験を試みた．適合条件とは， を満足

することと定義する．また，正則化とは６節での補木によ

る正則化を行うこととする．適合条件を満足するかしない

か，正則化をするかしないかによって，４通りの場合の数

値実験を試みた． 法の収束判定は残差の最大値ノルム

が 以下になることとし，完全収束とは，流量残差を

体積で割った最大値ノルムが倍精度計算で になるこ

ととする．

表 法の収束

ケース 適合条件 正則化 反復回数 完全収束

① × × ×

② ○ × ×

③ ○ ○ ○

④ × ○ ○

①のケースでは， 法は収束しなかった．①，②のよう

に正則化をしないと完全収束はしなかった．ただ，最も速

い収束は，②のケースであった．これは，有限要素法にお

いても起こることが知られている（ ）．図 に

それぞれケース②，③，④のベクトル図を示す．④は適合

条件を満足しないので，物理的に無意味な解になっている．

領域分割法

として，立方体の ， 方向にそ

れぞれを２等分ずつ８等分に分割して，領域分割法を試み

た． 補元についての 法の反復回数を表２に示す．

法の前処理効果が認められる．

表 領域分割法の反復回数

手法 反復回数

退化 法 回

法 回
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